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Resumo
Nesta dissertação, investigamos o papel da introdução de uma nova escala independente
do observador, a escala de Planck, produzindo uma modificação na Teoria da Relatividade
Geral (TRG) que ficou conhecida como Gravity’s Rainbow (GsR). Iniciamos fazendo uma
revisão teórica dos fundamentos da Relatividade Duplamente Especial, da sua extensão
para a GsR, da modificação da estrutura da relação de dispersão da energia-momento
usual de Einstein, em que consideramos a introdução de um novo invariante, a escala de
Planck e dos postulados da TRG. Posteriormente, obtemos a métrica dos espaços-tempos
de Schwarzschild e de Kislev, no contexto da GsR, nos quais observamos que as métricas
passam a depender da energia das partículas relativa à energia de Planck. Em seguida, é
realizada uma revisão da termodinâmica de buracos negros na TRG com o objetivo de
servir como comparação dos resultados entre as teorias, juntamente com aplicação em
buracos negros rodeados por diferentes fluidos cósmicos. Por último, de posse de todo o
arcabouço desenvolvido, consideramos a termodinâmica de buracos negros no contexto
da GsR, estudamos buracos negros imersos em diferentes fluidos e estudamos como esse
espaço-tempo dependente da energia das partículas pode influenciar as propriedades
termodinâmicas de buracos negros construídas no cenário da Gravity’s Rainbow.

Palavras-chave: Teoria da Relatividade Geral; Teoria da Relatividade Especial; Relativi-
dade Duplamente Especial; Gravity’s Rainbow; Termodinâmica de Buracos Negros; Fluido
Cósmico





Abstract
In this dissertation, we investigate the role of the introduction of a new observer-independent
scale, the Planck scale, producing a modification in Theory of General Relativity (TGR)
that became known as Gravity’s Rainbow. We begin with a theoretical review of the
fundamentals of Double Special Relativity, its extension to GsR, the modification of the
structure of Einstein’s usual energy-moment dispersion relation, in which we consider the
introduction of a new invariant, of the Planck scale and the postulates of TGR. Later, we
obtain the Schwarzschild and Kislev spacetime metrics, in the context of GsR, in which
we observe that the metrics come to depend on the energy of the particles compared
to the Planck energy. Then, a review of the thermodynamics of black holes in TGR is
carried out in order to serve as a comparison of results between theories, together with an
application to black holes surrounded by different cosmic fluids. Finally, in possession of
the entire framework developed, we consider the thermodynamics of black holes in the
context of GsR, in which we study black holes immersed in different fluids and study how
this space-time dependent on the energy of particles can influence the thermodynamic
properties of black holes whose solutions were obtained in the framework og Gravity’s
Rainbow

Keywords:Theory of General Relativity; Special Relativity; Double Special Relativity;
Gravity’s Rainbow; Black Hole Thermodynamics; Cosmic Fluid
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1 Introdução

A Teoria da Relatividade Geral (TRG) publicada por Einstein em 1915 é um
dos feitos mais notáveis da criação humana na busca da compreensão acerca do nosso
universo, sua origem e evolução. A TRG é um dos pilares da física moderna, juntamente
com a mecânica quântica. O seu sucesso em descrever e prever fenômenos gravitacionais,
tais como: a precessão do periélio dos planetas, a deflexão dos raios de luz ao passarem
próximo do Sol, por exemplo, a explicação do comportamento dos pulsares binários, e
mais recentemente a confirmação de previsão feita há cem anos, exatamente, da existência
de ondas gravitacionais, a torna indiscutivelmente robusta, dentro dos limites de sua
aplicabilidade. Contudo, mesmo com a confirmação da existência de ondas gravitacionais
[1, 2] e todos os demais testes a que foi submetida, a TRG ainda possui alguns problemas
em aberto. Um deles são as observações de partículas extremamente energéticas, a saber,
Raios Cósmicos com Altíssimas Energias (UHECRS) e fótons com energia da ordem de
TeV (trilhões de elétrons-Volt), que não podem ser explicadas com a teoria atual. Outro
problema diz respeito à inexistência de uma explicação conveniente para o estágio de
expansão acelerada, que tem levado a uma procura por uma forma de energia capaz de dar
conta deste fato, a chamada “energia escura”, que pode ser capaz de atuar como uma força
repulsiva, podendo ser usada para justificar tal expansão acelerada do universo. Um outro
problema que nasceu junto com a TRG é a presença das singularidades espaço-temporais.
Hawking e Penrose, nos anos 60 a 70, nos revelam por meio de diversos teoremas a existência
de singularidades em diversas configurações bem gerais e, ainda mais, Penrose provou que
buracos negros podem ser formados a partir do processo de colapso gravitacional. Por
outro lado, Hawking aponta que uma singularidade inicial deve estar presente em qualquer
modelo cosmológico que recorra aos dados presentes na época, relacionados à Radiação
Cósmica de Fundo. Toda essa base foi fundamental para sedimentar o entendimento acerca
dos buracos negros e do paradigma do Big Bang, que passaram a ter base experimental
com o advento das descobertas da Radiação Cósmica de Fundo, cuja explicação só poderia
ser dada para um universo que tivesse uma singularidade inicial, o Big Bang. Já para os
buracos negros temos as ondas gravitacionais, que revelaram a colisão de dois grandes
buracos negros e, mais recentemente [1], as primeiras imagens dos buracos negros. Portanto,
por mais que a TRG proporcione grandes resultados, os problemas das partículas altamente
energéticas e os fótons TeV, além do Big Bang no contexto cosmológico, talvez estejam
nos indicando que nesses regimes a teoria atual não seja suficiente para descrever a física,
portanto, uma nova teoria que explique esses fenômenos seja necessária.

A física já passou por um momento semelhante, no início do século passado e os
problemas foram com a formulação da mecânica quântica e da Teoria da Relatividade
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Especial (TRE). Sendo assim, é coerente considerarmos que os problemas apresentados
até agora são indícios de que uma nova teoria mais fundamental deve ser pensada nos
fenômenos físicos nesses regimes. É sabido que a TRG é, na verdade, uma teoria clássica da
gravitação, portanto, existe a necessidade de se formular uma teoria quântica da gravitação
capaz de descrever e explicar fenômenos, mesmo no regime de energia em torno da energia
de Planck Ep ∼= 1019GeV , que deve separar as descrições clássica e quântica, dos fenômenos
da natureza.

Com o objetivo de construir uma teoria quântica da gravitação ou uma teoria
que possua elementos da teoria quântica, que neste trabalho iremos tratar de uma teoria
modificada da TRG. A inclusão de uma nova escala independente do observador, uma
escala de energia/comprimento, sugerida por observações e os estudos de fenomenológicos
de partículas e fótons altamente energéticas.

Ao longo das décadas, desde o surgimento da TRG, foram feitas várias propostas no
sentido de se construir teorias alternativas à TRG, por diferentes motivações. Na verdade,
essas teorias devem ser denominadas, mais apropriadamente, de teorias modificadas, pois,
são baseadas em modificações feitas, de diferentes formas, na TRG. Para citar algumas
iniciativas nesse sentido, temos as teorias escalares-tensoriais [3], teoria de Lovelock [4],
teoria de Rastall [5], dentre várias outras. Recentemente, surgiu uma nova proposta de
teoria modificada, a saber, a Gravity‘s Rainbow [6], construída a partir da extensão, de
modo a considerar espaço-tempo curvos, de uma generalização da Teoria da Relatividade
Especial, chamada de Doubly Special Relativity (DSR) [7], que inclui uma segunda escala
invariante, que é adotado como sendo a energia de Planck, adicionalmente à já estabelecida
velocidade da luz no vácuo, da TRE. Nesta dissertação, adotaremos a Gravity’s Rainbow
como sendo a teoria que descreve os fenômenos gravitacionais.

Os principais objetos de estudo desta dissertação são os buracos negros que surgem
tanto na TRG, quanto nas teorias modificadas de gravitação. Devido à sua capacidade de
estarem relacionados com a gravitação, a termodinâmica e a teoria quântica, os buracos
negros podem ser a ponte que conecta as teorias e contribuir para a formulação de uma
teoria quântica de gravitação. Assim, é fundamental estudar esses objetos tanto na TRG,
quanto suas diferentes versões que a modificam.

Nesta dissertação, estudaremos os espaços-tempos correspondentes a diversos
buracos negros, na TRG e na G’sR, rodeados por diferentes fluidos, abordando suas
propriedades e dando ênfase ao estudo da termodinâmica de buracos negros e da radiação
Hawking, além de outros pontos, tais como transições de fase.

Esta dissertação está dividida em cinco partes: No Capítulo 2, discutimos a neces-
sidade da construção de uma teoria quântica da gravitação. Abordamos a construção da
Relatividade Duplamente Especial (Doubly Special Relativity - DSR), em que é introduzida
uma nova escala invariante de energia, a energia de Planck, e também o papel que as
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transformações de Lorentz possuem. Em seguida, estendemos a DSR para consideramos
os efeitos de campos gravitacionais, obtendo a teoria da Gravity’s Rainbow.

Abordaremos, no Capítulo 3, a construção da métrica do espaço-tempo de Schwarzs-
child, no contexto da G’sR, e estudaremos o comportamento das geodésicas nulas em
um espaço-tempo dependente da energia das partículas. Posteriormente, analisaremos
um objeto em queda livre, calculando os tempos coordenado e próprio, e a mudança de
coordenada Eddington-Finkelstein. Nesse mesmo capítulo, também obteremos a métrica
do espaço-tempo de Kiselev no contexto da G’sR e analisaremos os horizontes de eventos.

No Capítulo 4, faremos uma breve revisão da termodinâmica de buracos negros
na TRG. Abordaremos a construção da gravidade da superfície, essencial para definirmos
a temperatura Hawking que será estudada logo em seguida juntamente com a radiação
Hawking. Posteriormente, anunciaremos as quatro leis da termodinâmica de buracos negros
e aplicaremos esses conhecimentos ao buraco negro imerso em quintessência e ao buraco
negro de Raissner-Nordstrom-AdS imerso em quintessência. Para ambos, buracos negros,
calcularemos a temperatura Hawking, a entropia e a capacidade térmica. Para o último,
no entanto, obteremos adicionalmente, a equação de estado P = P (v, T ) e a energia livre
de Gibbs.

O Capítulo 5, aplicaremos todo o arcabouço produzido para estudar a termodinâ-
mica de buracos negros, mas no contexto da G’sR. Repetiremos o mesmo procedimento
adotado no capítulo anterior para os dois tipos de buracos negros estudados e compararemos
os resultados obtidos.

Finalmente, no Capítulo 6, são apresentados as conclusões, com destaque para os
principais resultados obtidos nesta dissertação.

Ao longo de toda a dissertação utilizaremos as unidades naturais: c = ~ = G = 1.
Este sistema de unidades é extremamente comum em textos de teoria da gravitação, e
simplifica bastante as notações. Além disso, utilizamos a assinatura (+,−,−,−) para o
tensor métrico, gµν . E a notação para o tensor de Riemann e o tensor de Einstein são,
respectivamente:

Rν
ναβ = ∂αΓννβ − ∂βΓννα + ΓλνβΓνλα −+ΓλναΓνλβ

Gµν = Rµν −
1
2gµνR.
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2 Aspectos fundamentais da teoria da Gra-
vity’s Rainbow

Neste capítulo vamos abordar a construção da G’sR proposta por João Magueijo
e Lee Smolin [6] como sendo uma teoria modificada da TRG visando entender os sinais
fenomenológicos à luz de uma possível descrição quântica do espaço-tempo.

Algumas propostas têm tentado formular uma abordagem para descrever o regime
o quântico do campo gravitacional. Alguns exemplos são: Loop Quantum Gravity (LQG)
[8, 9]; Teoria de cordas [10]; Dinâmica Lorentziana de Triangulações [11]; Geometria
não comutativa, dentre outras. Essas teorias nos levam a questionar qual a natureza
da descrição quântica fundamental em comparação com a descrição efetiva de baixas
energias em termos da TRG. Compreender os efeitos de transições entre as descrições
das teorias não é apenas de objetivo teórico, mas é também um norte na busca por uma
compreensão mais completa da natureza. Os efeitos de uma escala de comprimento de
Planck ou energia de Planck podem ser estudados inicialmente nas proximidades do limite
clássico, ao incluirmos modificações na relação de dispersão de energia-momento usual
proposto por Einstein (2.1) (neste trabalho iremos usar as unidades naturais para as
constantes c = ~ = 1, e quando houver necessidade serão recuperadas), dada por

E2 − p2 = m2. (2.1)

As modificações na relação de dispersão (Modified Dispersion Relation - MDR) de
energia-momento têm sido abordadas por várias teorias da Gravidade Quântica. Podemos
encontrar essas modificações nas seguintes teorias: LQG [12], Dinâmica Lorentziana de
Triangulações [13], Horava-Lifshitz [14, 15] e κ-Minkowski não comutativo [16]. Essas
modificações produzem correções nos regimes de altas energias, obtendo novas relações de
dispersão, dadas por:

LQG :E2
± = p2 ∓ l1p3 (2.2)

CDT :EIR ≈ p2 + l22p
3 (2.3)

Horava − Lifshitz :E2
IR ≈ p2 + l23p

4 (2.4)
κ−Minkoswki :E2 ≈ p2 + l24p

2 (2.5)

onde li são os parâmetros correspondentes às deformações, os quais espera-se que sejam
da ordem do comprimento de Planck. Assim, as MDRs podem ser um conceito que unifica
diversas propostas no limite semiclássico [17].

Por mais que não saibamos qual será a forma correta da teoria fundamental,
podemos nos basear em observações fenomenológicas e intuir algumas possíveis modificações
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das equações fundamentais. De certa forma, podemos parametrizar as deformações gerais
da relação de dispersão e usar dados observacionais para restringir os parâmetros e descartar
aquelas que não estão de acordo com os resultados. Um exemplo é propor uma configuração
muito geral para a deformação de primeira ordem das relações de dispersão, como segue

E2 = m2 + p2 + l
∑
mµ

ζm0,m1,m2,m3(Em0pm1
1 pm2

2 pm3
3 ) +O(l4E6) (2.6)

onde m0 +m1 +m2 +m3 = 3 e l é o comprimento de Planck [17]. Alguns efeitos podem ser
observados em testes ou até mesmo descartados ao incluirmos testes de limiares para raios
cósmicos de energias ultra altas [18, 19, 20] e fótons TeV [21]. Há também uma possibilidade
para uma dependência energética da velocidade da luz, observável em explosões de raios-γ
[22], bem como testes envolvendo radiação síncrotron [23, 24]. Os efeitos relacionados
também podem ser detectados em um futuro próximo nas observações das radiações
cósmicas de fundo em micro-ondas [25].

O ponto fundamental para entender os efeitos de tais fenômenos é compreender
o papel da simetria global de Lorentz entre os limites clássico e quântico. Discutidos
extensamente e expostos em vários trabalhos do final dos anos 90, os estudos defendiam
a modificação, na escala de Planck, da relação de dispersão e, segundo resultados da
análise de vários formalismos, foi assumido que tais modificações da relação de dispersão
equivaleriam a uma quebra da simetria de Lorentz [26]. Assim, para a TRG, a invariância
de Lorentz é apenas uma simetria acidental de uma solução particular para as equações de
campo de Einstein, portanto, seja modificada ou quebrada, a invariância global de Lorentz
deixa de ser uma simetria exata da teoria. Em vez disso, é uma simetria que surge em
baixas energias de uma TRG, formulada no regime quântico. Segundo os autores João
Magueijo e Lee Smolin [6] existiriam 4 possibilidades para a forma a qual a invariância de
Lorentz poderia assumir ao levarmos em conta os efeitos em ordens de lpE, a saber:

i) A invariância de Lorentz e a relatividade dos referenciais inerciais são mantidos sem
sofrerem quaisquer modificações, porém, os graus de liberdades fundamentais da
matéria podem não ser mais pontuais. Essa proposta é assumida na construção de
teorias perturbativas de cordas, nas quais os constituintes da natureza são descritos
por cordas fundamentais.

ii) Uma outra possibilidade é a existência de um certo cenário no qual temos observações
dos efeitos de ordem de lpE, provocando a quebra da invariância de Lorenzt.

iii) A quebra da invariância de Lorentz pode surgir de forma espontânea devido a um
campo vetorial assumindo um valor esperado no vácuo, produzindo, então, um
referencial privilegiado.
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iv) Por último, a relatividade dos referenciais inerciais é mantida, entretanto, temos
novas leis de transformações atuando no espaço de momento não linear, produzindo
novos termos em lpE.

Neste trabalho iremos abordar a última proposta conhecida como deformação não
linear da Relatividade ou Relatividade Duplamente Especial (Double Special Relativity -
DSR), que resulta nas leis de conservação de energia-momento, em todos os referenciais
inerciais, porém, as transformações de Lorentz não são mais lineares. Uma das motivações
para estudar a DSR provém do fato de que a escala de energia Ep passa a representar a
fronteira entre a descrição clássica e a quântica do espaço-tempo, tornando-se um invariante.
Assim, todos os observadores inerciais iriam concordar se uma partícula tem mais ou
menos energia comparada com a energia de Planck.

2.1 Relatividade Duplamente Especial
Por muitos anos a Relatividade de Galileu/Newton tem nos auxiliado na descrição

dos fenômenos cotidianos que nos rodeiam e na descrição do espaço e do tempo. Porém,
a sua incompatibilidade com as equações de Maxwell do eletromagnetismo levou ao
questionamento sobre a validade da Relatividade Newtoniana. O fato das equações de
Maxwell possuírem uma escala de velocidade fundamental (c) parecia exigir a introdução
de uma classe preferencial de observadores inerciais. Entretanto, não foi necessário a
introdução de um referencial privilegiado, mas a modificação das leis de transformações
entre observadores inerciais para assim serem compatíveis com a estrutura das equações
de Mawxell.

Einstein em seu trabalho sobre a TRE, publicado em 1905, introduziu a primeira
escala relativística independente do observador (escala de velocidade da luz no vácuo, c),
que surge naturalmente das equações de Maxwell. A TRE é baseada em três postulados:

• Postulado da Covariância: as relações matemáticas que governam os fenômenos
físicos têm a mesma forma em todos os referenciais inerciais.

Em outras palavras, o postulado da covariância nos diz que não existe um referencial
privilegiado entre todos os referenciais inerciais. Este postulado estende o princípio da
relatividade de Galileu para todos os fenômenos físicos, não somente para a mecânica. Uma
consequência deste postulado é o fim da concepção de espaço absoluto, uma vez que todos
os referenciais inerciais são equivalentes, deixando de existir um referencial privilegiado.

• Postulado da constância da velocidade da luz: O módulo da velocidade de
propagação da luz no vácuo é igual em todas as direções em um dado referencial
inercial e o mesmo em qualquer referencial inercial.
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O postulado da velocidade da luz nos diz que o módulo da velocidade da luz no vácuo
independe do movimento da fonte que a está emitindo. Este postulado descreve uma
propriedade comum de todas as ondas, como por exemplo, a velocidade de propagação de
uma onda sonora não depende se a fonte está se aproximando ou se afastando.

• Postulado dos relógios comóveis: Uma vez construídas as coordenadas do espaço-
tempo, onde usamos os postulados anteriores, relógios comóveis e ideais medem o
parâmetro τ (chamado de tempo próprio) definido por dτ 2 = dt2 − dx2 − dy2 − dz2.

Em outras palavras, o último postulado nos indica a taxa de relógios comóveis. Este último
postulado é importante para solucionar o paradoxo dos gêmeos.

Assim, na TRE, as transformações de um referencial inercial K para um referencial
inercial K ′, que move-se em relação a K com uma velocidade V contante ao longo do eixo
x e que são condizentes com os postulados, são dadas por:

x = x′ + V t′√
1− V 2

c

, (2.7)

y = y′, (2.8)
z = z′, (2.9)

t =
t′ + V

c2x
′√

1− V 2

c

, (2.10)

que são denominadas de transformações de Lorentz. Assim, a TRE teve como papel
adicionar uma nova escala independente do observador e novas transformações entre
observadores inerciais, abandonando então as antigas transformações de Galileu/Newton.
Porém, quando estamos trabalhando em baixas velocidades as transformações de Lorentz
são recuperadas às transformações de Galileu e recuperamos a física newtoniana.

Os novos dados e informações sobre os raios cósmicos com energias ultra-altas
(Ultrahigh-energy cosmic rays - UHECRs), fótons TeV e rajadas de raios gammas (Gamma-
Ray bursts), que fazem partem do novo conjunto de mensageiros cósmicos, parecem não
concordar com as previsões da TRG. Uma delas é o limite de Greisen-Zatsepin-Kuzmin
(GZK), que estabelece um limite superior teórico para as energias de prótons dos raios
cósmicos que viajam vindo de outras galáxias através do meio intergalático. Este limite
é definido subtraindo-se as interações dos prótons com a radiação cósmica de fundo
em micro-ondas (CMB) por meio da combinação das leis de conservação de energia-
momento e da relação de dispersão. O limite teórico previsto pela TRG é da ordem de
EGZK = 5 ·1019eV (50EeV ) ou seja, de aproximadamente 8 joules, o que seria a energia de
um próton viajando a ≈ 99, 99999999999999999998% da velocidade da luz. Para efeito de
comparação, o Large Hadron Collider (LHC) no CERN pode acelerar prótons no máximo,
cerca de 1013eV e portanto, seis ordens de grandeza menor. Devido às interações dos
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prótons provenientes dos raios gammas com a CMB, não deveria ser possível que raios
cósmicos com energias acima EGZK chegarem aos nossos detectores. Com a chegada dos
mensageiros cósmicos, podemos novamente questionar a validade da TRG, para certos
regimes. Assim, como Einstein fez com a física Newtoniana, podemos dar início a um novo
cenário onde talvez a TRE não seja válida. Portanto, quando estamos em um cenário de
energias ultra-altas, talvez seja necessário modificar os postulados desta teoria, de modo,
semelhante à transição da Relatividade Galileana/Newtoniana para a Relatividade de
Einstein, quando foi introduzida uma escala invariante, a saber, a velocidade da luz no
vácuo.

A busca por descrever partículas energéticas nos sugere abandonar a TRE e adotar
uma nova relatividade com duas escalas invariantes características, uma nova escala de
comprimento ou energia, juntamente com a escala de velocidade familiar. Proposto por
Giovanni Amelino-Camelia no início dos anos 2000 [27], um novo cenário para o espaço-
tempo cuja estrutura é governada por duas escalas independentes de observadores. É,
então, introduzido um novo invariante, uma escala de comprimento mínimo, no caso, a
escala de Planck em conjunto com a invariância da velocidade da luz. Neste novo cenário
é observado que esses espaços-tempos podem naturalmente hospedar uma modificação
da contração de FitzGerald-Lorentz, tal que os comprimentos que em sua estrutura de
repouso inercial são maiores do que um "comprimento mínimo" também são maiores do
que o comprimento mínimo em todas as outras estruturas inerciais. Essa nova abordagem
passou a ser conhecida como Relatividade Duplamente Especial (Double Special Relativity
- DSR) [28], onde as novas leis de transformações passam a ser caracterizadas por duas
escalas ( c e lp) em vez de uma única escala. Daí a nomenclatura ‘duplamente especial’.

A construção de uma teoria compatível com a DSR exige que devemos ter equi-
valência completa com os observadores inerciais (Princípio da Relatividade). Portanto,
as leis de transformações devem ser caracterizadas por duas escalas, uma de altas ve-
locidades e uma de altas energias/curtos comprimentos. Devido ao fato de que a DSR
propõe modificações no setor de altas energias, a caracterização operativa da escala de
velocidades deve ser preservada. No caso, a velocidade de partículas sem massa com baixas
energias deve permanecer sendo a velocidade c. As modificações das leis de conservação de
energia-momento também proporcionarão efeitos no limite da energia EGZK , tornando-se
relevantes para o paradoxo relacionado aos raios cósmicos.

2.2 Modificação da Relação de Dispersão e DSRs

A introdução de modificações na relação de dispersão de energia-momento tornou-se
um ponto central nas teorias que buscam um entendimento da transição do clássico para
o quântico. Portanto, a relação de dispersão deve ser objeto da análise. Entretanto, as
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modificações na relação de dispersão são introduzidas por meio de deformações da simetria
de Lorentz, que ocorre no espaço de momento em vez de no espaço-tempo, tornando-se
o espaço de momento fundamental. Assim, as deformações podem ocorrer de formas
diferentes. Vamos analisar algumas delas.

2.2.1 DSR I

A primeira proposta de DSR foi apresentada por Amelino-Camelia [27], onde são
explicitados as principais condições para modificar os postulados da TRE, e como vimos,
as MDRs pareciam violar o princípio da relatividade. Porém, neste mesmo trabalho, é
proposta uma modificação da relação de dispersão que é compatível com a DSR

E2 = m2 + p2 + lpEp
2 (2.11)

É possível construir os geradores da simetria de Lorentz deformados que passam a
ser compatíveis com essa MDR. Vamos olhar um exemplo de como seria essa construção
para um partícula que esteja se movendo na direção do eixo z, apresentado em [17].

O gerador ao longo do eixo z torna-se

Blp
z ≈ ipz

∂

∂E
+ i

(
E + lpE

2 + lp
p2
z

2

)
∂

∂pz
. (2.12)

De posse dessas transformações, podemos encontrar os geradores de momentos
finitos da maneira usual por meio de dE/dζ = i[Blp

z , E] e dpz/dζ = i[Blp
z , pz],

E(ζ) = − c−1αeζ + c−1βe−ζ + lpc
−2α

2

2 e
2ζ + lpc

−2β2
2 e−2ζ + lpc

−2αβ (2.13)

pz(ζ) = αeζ + βe−ζ − lpα2e2e2ζ + lpβ
2e2e−2ζ (2.14)

onde temos que α e β são funções de E0=̇E(ζ = 0) e pz,0=̇pz(ζ = 0),

α = c
pz,0
2 −

E0

2 −
lpE0pz,0

2 +
lpcp

2
z,0

4 , (2.15)

β = c
pz,0
2 + E0

2 −
lpE0pz,0

2 −
lpcp

2
z,0

4 , (2.16)

É possível construir resultados semelhantes para os outros elementos do grupo de
Lorentz, como as rotações. Também devemos ter concordância entre dois observadores sobre
a lei de conservação para as interações das partículas. Como vimos, as transformações de
simetria deformadas não são mais lineares. Portanto, neste caso, não são mais compatíveis
com a lei de conservação linear dos momentos, que na TRE é. Entretanto, podemos
contornar esse problema através de uma covariância entre uma transformação de Lorentz
Λ deformada e uma lei de composição de deformada ⊕ entre os momentos Λ(p ⊕ q) =
Λ(p)⊕Λ(q). Esses resultados são expostos em [27]. Por fim, a DSR I possui compatibilidade
com os resultados da LQG e da abordagem relacionada ao espaço-tempo não comutativo
[29].
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2.2.2 DSR II

Outro modelo de DSR foi proposto independentemente por Magueijo e Smolin [30].
Nesta abordagem, temos que a álgebra de Poincaré é deformada devido à introdução de
uma escala de energia invariante, assim, introduzindo um limite máximo para a energia de
partículas fundamentais medida por qualquer referencial, como acontece na TRE, onde a
velocidade da luz possui um limite para qualquer referencial inercial. O procedimento para
a introdução de uma energia máxima é realizado por uma deformação das coordenadas de
momento por um mapa U -map p→ U(p), que carrega todas as informações da DSR.

Em seu trabalho, Magueijo e Smolin [30] realizam uma deformação no espaço de
momento por meio do mapa

U . pµ=̇U(p;Ep) = pµ
1− lpp0

. (2.17)

Essa escolha de deformação é responsável por ter a energia de Planck Ep = lp
−1

como sendo um limite para a energia das partículas elementares. Neste casos, a relação de
dispersão é definida como sendo

‖p‖2=̇ηµν [U(p;Ep)]µ[U(p;Ep)]ν = ηµνpµpν
(1− lpp0)2 (2.18)

implicando que o espaço de momento tem uma forma não linear e a norma é preservada
por uma transformação não linear do grupo de Lorentz, dada por

L̃µν = U−1 · Lµν · U (2.19)

onde Lµν são os geradores usuais.

As transformações de boost para os movimentos na direção z podem ser escritas
da seguinte forma:

p′0 = γ(p0 − vpz)
1 + lp(γ − 1)p0 − lpγvpz

, (2.20)

p′z = γ(p0 − vp0)
1 + lp(γ − 1)p0 − lpγvpz

, (2.21)

p′x,y = px,y
1 + lp(γ − 1)p0 − lpγvpz

, (2.22)

onde temos γ = [1− v2]−1/2.

Posteriormente, em um segundo trabalho, Magueijo e Smolin [31] apresentaram
um formalismo geral para teorias que preservam a relatividade dos referenciais inerciais
com uma ação não linear das transformações de Lorentz no espaço de momento, partindo
de uma medida hipotética de conjunto de relações de dispersão e dela inferindo a ação do
grupo. Portanto, qualquer relação de dispersão isotrópica pode ser escrita como sendo

E2f 2(E; lp)− p2g2(E; lp) = m2 (2.23)
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onde f 2(E; lp) e g2(E; lp) são funções que dependes da energia/comprimento de Planck.
Para essa construção implica que o mapeamento do espaço de momento é dado por

U ◦ (E,p) = (Ef,pg) (2.24)

Definindo U desta forma, mapeamos o espaço energia-momento, P, sobre si mesmo. De
forma geral o mapa é não invertível. Portanto, deve existir um setor de P , que será chamado
de P físico, tal que U com um intervalo restrito a P físico que é invertível. Os exemplos típicos
que surgem da restrição P físico são E < EPlanck ou ‖p‖ < EPlanck, e as escolhas das funções
f(E) e g(E) passam a ter um carácter fenomenológico, sendo os dados experimentais
utilizados para direcionar a escolha delas.

Nesse novo formalismo, podemos definir as funções f(E) e g(E) compatíveis com a
DSR proposta por Amelino-Camelia [27] em (2.11):

f(E)2E2 + g(E)2p2 = m2 (2.25)

f(E) = 1 g(E) =
√

1− lpE. (2.26)

Outros casos de DSR podem ser exemplificados em termos das funções f(E) e g(E)
em [31]. São expostos alguns cenários para os quais a velocidade da luz varia, sendo uma
alternativa interessante para a inflação cosmológica e a solução do problema do horizonte
cosmológico. Neste modelo a relação de dispersão é expressa em termos das funções

f(E) = 1 g(E) = 1 + lpE (2.27)

onde a velocidade da luz passa a ser dependente da energia c(E) = dE/dp = (1 + lpE)2.

Há também outro modelo abordado por Amelino-Camelia em [32], no qual podemos
escrever a relação de dispersão modificada em termos das funções f(E) e g(E), como
sendo:

f(E) = eαE/Ep − 1
αE/Ep

g(E) = 1 (2.28)

proposto com o objetivo de explicar os espectros dos Gamma-Ray Busrters.

2.3 Gravity’s Rainbow
Buscamos agora fazer uma extensão da Relatividade Especial Modificada, a DSR

proposta por Giovanni Amelino-Camelia [7], para uma modificação na TRG que incorpore
as propriedades da DSR. Os modelos de DSR possuem a característica de deformar a
cinemática da Relatividade Especial, alterando as leis de conservação de energia-momento
e o grupo de simetria de Lorentz. Essas modificações ocorrem ao admitir uma escala de
energia invariante, a energia de Planck.
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Vimos que os modelos das DSRs são formulados no espaço de momento de forma que
sejam não lineares. Para realizarmos uma extensão para a TRG, devemos identificar qual
é o espaço dual que representa as posições. Porém, este trabalho não é algo simples de ser
feito. Existem algumas propostas para incorporar à DSR uma geometria do espaço-tempo
coerente com seus princípios, como por exemplo: Geometria não comutativa, κ-Minkwoski
deformado, entre outros.

Em seu trabalho, Magueijo e Smolin [6] propõem abordar o problema de uma outra
forma. O espaço-tempo clássico não é representado por apenas uma geometria quando
consideramos os efeitos da ordem de lpE, mas por uma família de métricas possuindo um
único parâmetro e parametrizada pela razão E/Ep. Portanto, a geometria do espaço-tempo
pode depender da energia de uma partícula se movendo nele. Para esta construção a
geometria possui uma descrição renormalizável. Entretanto, não teremos um espaço dual
para o espaço de momento, mas uma família de métricas que depende da energia. Sendo
assim, para a estrutura do espaço-tempo com a métrica dada por gab(E), dependente
da energia, se um dado observador que desejar realizar medições sobre a geometria do
espaço-tempo recorrer a uma partícula livre ou sistema de partículas, a quantidade E
representa a energia total dessa partícula ou sistema de partículas.

Também necessitamos que a métrica seja covariante em relação ao dual da repre-
sentação não linear do grupo de Lorentz (2.19) se desejamos codificar a DSR. Portanto,
usando a equação de mapeamento generalizada (2.24), juntamente com a definição do
momento não linear, obtemos:

‖p‖2=̇ηAB[U(p;Ep)]A[U(p;Ep)]B = (fE)2p2
0 − (gE)2p2

i . (2.29)

A ideia proposta por João Magueijo e Smolin [6] é de que a MDR possa ser descrita
por campos de tétradas dependentes da energia, que por sua vez produzem uma métrica
dependente da energia. De fato, da equação (2.29) é possível escrever

‖p‖2 = p̃2
0 − δIJ p̃I p̃J = (ẽµ0pµ)2 − δIJ(ẽµI pµ)(ẽνJpν) (2.30)

‖p‖2 = (fE)2p2
0 − (gE)2δIJpIpJ = (fE)2(eµ0pµ)2 − (gE)2δIJ(eµI pµ)(eνJpν) (2.31)

onde
ẽµA = fEe

µ
A; ẽµA = gEe

µ
A, (2.32)

e a inversa de eµA é θAµ , isto é, eµAθBµ = ẽµAθ̃
B
µ = δBA , o que implica que

θ̃Aµ = (fE)−1θAµ ; θ̃Aµ = (gE)−1θAµ (2.33)

Portanto, o elemento de linha é dado por

ds2 = g̃µνdx
µdxν = θ̃Aµ θ̃

B
ν ηABdx

µdxν =

(θ0
0)2 (dx0)2

(fE)2 − δIJθ
I
i θ
J
j

1
(gE)2dx

idxj
(2.34)
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onde δIJ é o delta de Kronecker, para I,J = 1, 2, 3. Portanto, temos um espaço-tempo
deformado de forma inversa ao espaço de momento [6].

A métrica deformada (2.34) é uma família de métricas planas de um único parâmetro
- a energia E - onde todas as métricas possuem o mesmo sistema de referenciais, entretanto,
devido às escalas de energia, provavelmente essas métricas não compartilham todas as
geodésicas. Na verdade, o que teremos são geodésicas que passam a depender da energia da
partícula. Dessa forma, uma vez que temos um espaço-tempo sondado por cada partícula
dependente de sua energia ou frequência, nos referimos a isso como um espaço-tempo
Rainbow, no sentido de que a geometria do espaço-tempo e as trajetórias dependem da
“cor” da partícula, ou energia da partícula, ou ainda frequências de onda associada. Neste
caso, chamamos a teoria de Gravity’s Rainbow, fazendo alusão a ideia de um arco-íris.

Os argumentos apresentados são válidos para um espaço-tempo plano, mas é
possível transportarmos, localmente, para espaços-tempos curvos usando o princípio da
equivalência modificado e recuperarmos a TRG por meio do princípio da correspondência
modificado [6].

• Princípio da Equivalência Modificado: Seja dada uma região do espaço-tempo
cujo raio de curvatura R é muito maior que o comprimento de Planck lp = Ep

−1.
Para observadores que fazem medidas sobre propriedades associadas a partículas
e campos, com energias que satisfazem 1/R � E � Ep, as leis da física são, em
primeira ordem em 1/R, as mesmas da Relatividade Especial Modificada, no caso,
a DSR. Portanto, observadores em queda livre podem ser descritos como sendo
observadores inerciais no espaço-tempo da G’sR, assintoticamente plano.

• Princípio da Correspondência Modificado: Devemos recuperar a TRG quando
estamos trabalhando com energias muito baixas comparadas com a escala de Planck.
Portanto, quando E/Ep → 0, recuperamos a TRG como é esperado.

A modificação desses dois princípios possibilita estender a DSR para o contexto
onde temos campo gravitacional, construindo uma teoria da gravidade na qual o espaço-
tempo depende da energia das partículas que o percorrem, o que signigica dizer que a
métrica será dependente da energia g(E) = ηAB ẽA(E)⊗ ẽB(E), e portanto,

ẽ0(E) = 1
fE
e0; ẽi(E) = 1

fE
ei. (2.35)

As funções fE e gE são denominadas funções rainbow. O princípio da correspondência
modificado exige que:

lim
E/Ep→0

f(E/Ep) = lim
E/Ep→0

g(E/Ep) = 1 (2.36)
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Com essas definições e modificações é possível construir uma família de conexões
∇(E)µ e curvaturas R(E)σµνλ definidas de forma usual, mas dependentes da energia.
Também é definida uma família com um único parâmetro do tensor energia-momento
Tµν(E) e, por fim, as equações de Einstein é substituídas por uma família de equações
com um parâmetro que é a energia E, dada por

Gµν(E) = 8πG(E)Tµν(E) + gµνΛ(E), (2.37)

onde a constante de Newton G(E) dependente da energia,e é definida de tal forma que
G(0) é a constante usual da teoria Newtoniana. Da mesma forma, a constante cosmológica,
Λ(E), também é dependente da energia. Temos agora todo o arcabouço necessário para
estudarmos problemas da TRG, mas agora no contexto da G’sR. Na próxima seção iremos
analisar uma família de funções funções rainbow.

2.4 Funções Rainbow
Vimos que a construção da relação de dispersão modificada é realizada por escolhas

fenomenológicas e citamos alguns exemplos delas em (2.2) e que poderíamos escrever uma
relação modificada generalizada (2.23) em termos das funções rainbow. Nesta dissertação
iremos adotar as funções:

f(E/Ep) = 1, g(E/Ep) =

√√√√1− η
(
E

Ep

)n
(2.38)

E2 − p2 + p2η

(
E

Ep

)n
= m2 (2.39)

onde η é um parâmetro adimensional, podendo ser negativo ou positivo. Essas funções
juntamente com a MDR proporcionam resultados compatíveis com as teorias de cordas,
Loop Quantum Gravity, espaço-tempo não comutativo de κ-Minkowski, entre outros. Elas
têm sido usadas para estudar a dispersão de ondas eletromagnéticas de raios gamma
bursters [22]. Também propõem resolver o paradoxo dos raios gamma de energias ultra
altas [7, 33], e o paradoxo dos raios gama de 20 Tev da galáxia Markarian 501 [34]. Além
disso, esta MDR fornece restrições sobre deformações da TRE e violações de Lorentz
[35, 36]. Para discussões sobre as implicações fenomenológicas das funções (2.38) na revisão,
veja [29].

Muitas vezes desejamos obter as funções rainbow apenas em termos dos parâmetros
do espaço-tempo. Uma forma de fazer isso é relacionar a energia dos fótons que circundam
o buraco negro que os irradia. Esta afirmação ficará mais clara quando introduzirmos os
estudos sobre termodinâmica de buracos negros. No momento, é de interesse dizermos
apenas que a energia de um fóton é dada pela relação de dispersão modificada (2.38),
e que relacionamos o momento de um fóton com o raio do horizonte de eventos de um
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buraco negro através da relação de incerteza de Heisenberg ∆p∆x ≥ 1, onde fazemos
~ = 1 e cuja posição seja ∆x ≈ rh, o que nos leva à ∆p = 1/rh. É importante chamar a
atenção que o autor em [37] usa p = E - que seria a relação de dispersão usual proposta
por Einstein - no princípio de incerteza de Heisenberg, o que levaria à possibilidade da
existência de buracos negros remanescentes. Todavia, se estamos trabalhando com uma
relação de dispersão modificada, devemos recorrer a ela. Este problema foi mencionado e
corrigido em [38], onde a MDR correta foi usada. Contudo, muitos autores ainda afirmam
que a G’sR permitiria buracos negros remanescentes com base nos estudos apresentados
em [37]. Voltaremos a discutir este tópico quando abordarmos a termodinâmica desses
objetos.

Desejamos obter as energias dos fótons que permeiam o buraco negro. Neste caso,
temos m = 0 e a MDR (2.39) resulta em

E2 − p2 + p2η

(
E

Ep

)n
= 0 (2.40)

onde temos uma equação polinomial para E de ordem n e cujo parâmetro η está relacionado
com propriedades da Loop Quantum Gravity que permite valores positivos e negativos para
η. Para resolvermos a equação (2.40) é necessário escolhermos valores para n e estudar em
quais condições teremos energias físicas; Vamos analisar alguns valores para n = (0, 1, 2, 4).

Para o caso onde temos n = 0, a MDR torna-se uma equação simples

E2 + ηp2 − p2 = 0 (2.41)

onde a energia do fóton é dada por

En=0 = ±p
√

1− η. (2.42)

Neste caso, temos duas soluções para energia. Porém, apenas uma é positiva e o parâmetro
adimensional η ≤ 1.

Para n = 1, a MDR torna-se uma equação um pouco mais complicada

E2 − p2 + ηp2 E

Ep
= 0. (2.43)

cujas as soluções são dadas por

En=1 = ±
p
(
−ηp+

√
4E2

p + η2p2
)

2Ep
. (2.44)

Entretanto, não podemos dizer qual das soluções é positiva ou negativa, uma vez
que o parâmetro η pode ser negativo ou positivo. Neste caso, podemos olhar para um
gráfico onde consideramos tanto o caso com η positivo, quanto negativo. Este resultado
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está expresso na figura (1a). Podemos ver que apenas uma das soluções possibilita uma
energia positiva, que neste caso devemos optar pela solução com o sinal positivo.

Considerando agora n = 2, teremos uma equação do segundo grau para E, dada
por

E2 − (1− η( E
Ep

)2)p2 = 0. (2.45)

A solução é dada por
En=2 = ±Epp

1√
E2
p + ηp2

. (2.46)

Neste caso, é fácil ver que apenas uma delas produz energia positiva e temos η > Ep
2/p2

Por último, consideremos o caso com n = 4. Teremos a seguinte MDR sendo uma
equação bi-quadrática em E:

E2 − (1− η( E
Ep

)4)p2 = 0. (2.47)

Produzindo quatro soluções possíveis para E, são elas:

Esol1 =−
√

2
√
−E4

p

η
− E2

p

√
E4
p+4ηp4

η

2p (2.48)

Esol2 =
√

2
√
−E4

p

η
− E2

p

√
E4
p+4ηp4

η

2p (2.49)

Esol3 =−
√

2
√
−E4

p

η
+ E2

p

√
E4
p+4ηp4

η

2p (2.50)

Esol4 =
√

2
√
−E4

p

η
+ E2

p

√
E4
p+4ηp4

η

2p (2.51)

É possível ver que duas soluções não são aceitáveis por permitir energias negativas.
É o caso de (2.48) e (2.50). Entretanto, para discutirmos as condições possíveis para
energias positivas das outras soluções, devemos analisar o gráfico da energia em função do
raio do horizonte de eventos. Este resultado está apresentado na figura (1b). Podemos ver
que as soluções (2.48) e (2.50) produzem, de fato, energias negativas independentemente do
valor para η. Em contrapartida, a solução (2.51) é valida para todos os valores de p = 1/rh
quando consideramos valores η > 0. Já para valores de η < 0, devemos ter p4 ≥ −Ep4/4η.
Por fim, a solução (2.49) também produz uma energia positiva desde que consideremos
η < 0 e p4 ≥ −Ep4/4η. Podemos ver que ao consideremos as soluções (2.49) e (2.51) para
η < 0, elas parecem ser contínuas, portanto, podemos considerá-las como uma solução
real, válida mesmo que não cubra todos os valores para o raio do horizonte.

Feita a análise das energias fisicamente possíveis, podemos voltar para as funções
rainbow, dadas pela equação (2.38). Devemos substituir a energia correspondente para
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cada n. Não teremos mudanças para a função fE. Entretanto, para a função gE, onde
consideremos Ep = 1 e p = 1/rh, temos as seguintes relações:

Para n = 0, temos
gEn=0 =

√
1− η (2.52)

com η ≤ 1.

Para n = 1, encontramos

gEn=1 =

√
2
√
−η

(
−η +

√
η2 + 4r2

h

)
+ 2r2

h

2rh
(2.53)

Para n = 2, temos
gEn=2 = rh√

η + r2
h

. (2.54)

Por fim, para n = 4 teremos duas funções gE, que são

gEsol2;n=4 = rh

√√√√√1−

(
r2
h +

√
4η + r4

h

)2

4η (2.55)

gEsol4;n=4 =
√

2rh

√√√√−r2
h +

√
4η + r4

h

4η . (2.56)

Essas funções irão desempenhar papel importante ao longo desta dissertação, sendo
assim, podemos iniciar o estudo dos buracos negros na Gravity’s Rainbow.
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(a) n = 1, η = |0.9|
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Figura 1 – Gráfico da em função do raio do horizonte de eventos para as soluções da
relação de dispersão modificada considerando os casos com n = 1 e n = 4
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3 Buracos Negros na Gravity’s Rainbow

A teoria da evolução estelar nos diz que estrelas cujas massas são da ordem da
massa do Sol podem atingir um estado de equilíbrio final como uma anã branca ou uma
estrela de nêutrons. Mas, para massas muito maiores, esse equilíbrio talvez não seja
possível. Assim, estrelas muito maiores que o Sol em seu processo final de vida iriam
consumir toda sua reserva energética e começariam a se contrair a tal ponto que os efeitos
gravitacionais superariam a pressão interna e as tensões, não sendo mais capazes de
interromper o processo de colapso. Segundo a (TRG), uma estrela esfericamente simétrica
necessariamente se contrairá até que toda a matéria contida na estrela fique estrita a um
ponto no centro da simetria. Este processo do colapso gravitacional de uma estrela produz
os conhecidos buracos negros. Estes são capazes de produzir uma região com gravidade
tão intensa que nem a luz escapa de sua atração [39].

O conceito de buraco negro antecede a TRG. Podemos imaginar o buraco negro
como sendo um objeto do qual uma partícula escaparia somente se sua velocidade de
escape fosse maior que a velocidade da luz. Utilizando a física Newtoniana, podemos
calcular qual deve ser o maior raio r para o qual um corpo esférico de massa M produz
uma gravidade tão intensa a ponto de impedir partículas massivas de escaparem (em 1795
é realizado uma estimativa do raio feito por Laplace [40]). A velocidade de escape de um
objeto na superfície de um corpo de massa M é v = 2GM/r, Se escolhermos a velocidade
de escape como sendo a velocidade da luz, v = c, teremos que o raio é r = 2GM/c.

A imagem clássica de que buracos negros não podem ser "vistos" e que absorvem
tudo sem emitir qualquer radiação ou partícula foi confrontada por Hawking na década
de 1970 [41]. Para ser mais preciso com as ideias acerca da termodinâmica de buracos
negros [42, 43, 44]. A identificação da entropia com a área do horizonte de eventos faz certo
sentido, tendo em vista que a informação perdida sobre um buraco negro é proporcional à
área do horizonte [44]. No entando, a ideia de que o buraco negro tem uma temperatura a
ele associada, é mais sutil. Como um buraco negro pode ter uma temperatura? Para se
falar de temperatura, é preciso estar em equilíbrio com um banho térmico, e para isto é
necessário não somente absorver, mas também, emitir partículas. A resolução para este
problema pode ser encontrada no contexto da teoria quântica de campos, com o buraco
negro sendo tratado como um cenário, no qual os campos quânticos existem. Neste caso,
encontramos que os buracos negros emitem partículas - radiação uma temperatura

T = ~κ
2π (3.1)

em unidades em que G = 1, sendo κ a gravidade superficial do horizonte de eventos. No
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caso do buraco negro de Schwarzschild, para o qual κ = 1/4M , temos que

T = ~c3

8πGMkB
≈ 10−6K ×

(
M0

M

)
, (3.2)

onde k é a constante de Boltzmann eM0 é a massa do Sol, e introduzimos as constantes c e
G. Portanto, um buraco negro típico, oriundo de um colapso estelar tem uma temperatura
da ordem de 10−6K, que é muito menor do que a da Radiação Cósmica de Fundo, e que
nos leva a concluir que tal buraco negro não irá evaporar. Hawking mostrou que, ao serem
considerados efeitos quânticos na vizinhança dos buracos negros, eles emitem partículas,
produzindo um espectro térmico como um corpo negro [45, 42, 44, 43].

A existência de buracos negros nos leva a questionar se as singularidades presentes
são de fato reais - uma característica da natureza - ou uma quebra da teoria nas escalas de
comprimento pequeno. Os teoremas de singularidades de Penrose e Hawking mostram que
em certas condições, as singularidades parecem ser inevitáveis [46, 47]. Tais questionamentos
podem sugerir a necessidade de uma teoria mais fundamental que seja capaz de descrever
a física nos regimes próximos às singularidades. Devido às suas características, os buracos
negros passaram a ganhar destaque na física contemporânea, dada a conexão entre
gravitação, termodinâmica e teoria quântica que eles proporcionam, podendo ser uma
chave para uma teoria quântica da gravitação.

No ano de 2015, os buracos negros ganharam destaque devido às primeiras ob-
servações de ondas gravitacionais pelos experimentos LIGO/VIRGO, o que rendeu a
Rainer Weiss, Barry C. Barish e Kip S. Thorne o prêmio Nobel de física de 2017 [1].
Em 2019 foi exibida a primeira foto de um buraco negro, M87, realizada pelo Telescópio
do Horizonte de Eventos (The Event Horizon Telescope - EHT), que é a réde de oito
radiotelescópios potentes, que trabalharam em conjunto para fotografar a sombra do
buraco negro [48, 49, 50, 51, 52, 53, 54, 55]. Em 2020 foram laureados com o prêmio Nobel,
os cientistas Roger Penrose, Reinhard Genzel e Andrea Ghez, pelos seus trabalhos com
buracos negros. Penrose, por meio de métodos matemáticos impressionantes, provou que
os buracos negros são estruturas inerentes à TRG [56], enquanto os trabalhos de Reinhard
Genzel e Andrea Ghez descobriram provas irrefutáveis de que há de fato um buraco negro
no centro da Via Láctea, hoje conhecida pelo nome de Sagitário A* [57, 58, 59].

Neste capítulo iremos tratar alguns aspectos da física de buracos negros, estudando
as propriedades geométricas das soluções estáticas e estacionárias, mas no contexto da
G’sR. Buscaremos analisar as implicações que surgem ao inserirmos uma nova escala
independente de observadores e uma métrica dependente da energia do observador.
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3.1 Espaço-tempo modificado de Schwarzschild
Para estudarmos a solução modificada de Schwarzschild a saber, a solução corres-

pondente à de Schwarzschild, porém, no contexto da G’sR, devemos adotar a simetria
esférica mais geral possível, lembrando que agora teremos uma métrica dependente da
energia. Podemos escrever a métrica em coordenadas dependentes da energia ou coordena-
das independentes. Vamos denotar as coordenadas independentes da energia, como sendo
as coordenadas (r, t, θ, φ). É possível absorver a dependência da energia nas coordenadas
radial e temporal, construindo, desta forma, coordenadas dependentes da energia, que serão
denotadas por r̃(E), t̃(E). Em contrapartida, as coordenadas θ, φ são sempre independentes
da energia. As coordenadas independentes e dependentes da energia coincidirão no limite
E/Ep → 0, recuperando a TRG.

A métrica mais geral com simetria esférica em termos das coordenadas indepen-
dentes da energia é dada por

ds2 = A(r)
f 2
E

dt2 − B(r)
g2
E

dr2 − r2

g2
E

dΩ2, (3.3)

onde dΩ2 = dθ2 + sen2θdφ2. Temos que r é a coordenada da área, definida de forma que
seja proporcional à raiz quadrada de uma área medida naquele raio por observadores
no limite E/Ep → 0. Contudo, como a métrica é dependente da energia, observadores
usando quanta de energia E irão medir uma esfera com r constante, ao passo que, uma
área diferente é medida por observadores que usam E = 0 para sondar o espaço-tempo.
Portanto, a coordenada de área coerente para realizar medições por quanta de energia
deve ser

r̃(E) = r

gE
. (3.4)

Podemos, então, definir novas funções dependentes da energia:

Ã(r̃(E), E) = A(r) (3.5)
B̃(r̃(E), E) = B(r). (3.6)

Também é possível definir uma nova coordenada temporal, dependente da energia, dada
por

t̃(E) = t

fE
. (3.7)

Então a métrica passa a ter a seguinte forma:

ds2 = Ã(r̃(E), E)dt̃(E)2 − B̃(r̃(E), E)dr̃(E)2 − r̃(E)2dΩ2. (3.8)

Sendo assim, temos uma família de métricas de um único parâmetro. O Teorema
de Birkoff’s nos garante que a solução das equações de Einstein com simetria esférica na



42 Capítulo 3. Buracos Negros na Gravity’s Rainbow

ausência da matéria é estática, é dada pela métrica de Schwarzschild. Portanto, a solução
para o espaço vazio é

Ã(r̃(E), E) = B̃−1(r̃(E), E) =
(

1− C̃(E)
r̃(E)

)
, (3.9)

com C̃(E) uma constante de normalização que agora depende da energia.

Entretanto, determinamos a dependência energética da constante de integração ao
lembrarmos que por (3.6), toda a dependência energética nas coordenadas independentes de
energia deve estar nas funções fE e gE, como explicitado na forma original (3.3). Portanto,
temos

Ã(r̃(E), E) =
(

1− C̃(E)gE
r

)
= A(r). (3.10)

Recorrendo ao princípio da correspondência, que diz que no limite de baixas
energias, comparadas à energia de Planck a TRG é recuperada, concluímos que

C̃(E) = 2G(0)M
gE

, (3.11)

onde M é a massa independente da energia e G(0) é a constante gravitacional de Newton.
Por fim, em termos das coordenadas independentes, a métrica modificada de Schwarzschild
no contexto da G’sR assume a forma

ds2 =
(

1− 2G(0)M
r

)
dt2

f 2
E

− 1(
1− 2G(0)M

r

) dr2

g2
E

− r2

g2
E

dΩ2. (3.12)

Muitas vezes, um dado sistema de coordenadas não é capaz de cobrir toda a
variedade que representa o espaço-tempo. Por exemplo, os eixos θ = 0 e θ = π não podem
ser descritos por essa métrica nas coordenadas (t, r, θ, φ), já que para tais valores do ângulo
θ, o elemento de linha é degenerado. Essas regiões são conhecidas como singularidades de
coordenadas, pois refletem uma inadequação do sistema de coordenadas escolhido, que
pode ser resolvida através de uma transformação de coordenadas.

Entretanto, a métrica (3.12) também é degenerada em outros dois casos: r = 0
e r = 2G(0)M . Assim, qual deve ser o critério para decidir se uma singularidade está
associada às coordenadas usadas ou é intrinsecamente associada à natureza da solução?
Poderíamos calcular alguns invariantes associados à curvatura, e se algum deles divergisse,
estaríamos na presença de uma singularidade intrínseca ou "essencial", pois a invariância
nos assegura que a divergência aconteceria em qualquer sistema coordenado. Portanto,
devemos calcular um dos invariantes e verificar o que acontece quando fazemos r = 0
e r = 2G(0)M . Para esta análise, vamos calcular o escalar de Kretschmann (usando as
unidades naturais G(0) = c = 1), definido por

K = RµνρσR
µνρσ, (3.13)
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cujo resultado, no presente caso, é

K = g2
E

48M2

r6 . (3.14)

Verificamos que o escalar de Kretschmann contém a função rainbow gE. Para r = 0, o
escalar de Kretschmann diverge, portanto, temos uma singularidade essencial, intrínseca
ou física. Mas o escalar de Kretschamnn não permite concluir nada sobre a superfície
r = 2M .

Vamos olhar para a superfície r = rh = 2M , conhecida como horizonte de eventos,
com desvio para o vermelho infinito, cujo raio é denominado raio de Schwarzschild. Vimos
que o escalar de Kretschamnn não diverge para este raio. Veremos que o horizonte de
eventos é uma singularidade removível. Sendo assim, precisamos fazer uma mudança de
coordenadas. Mas antes, vamos estudar esse espaço-tempo.

Interpretamos a solução de Schwarzschild como uma solução exterior a algum corpo
esférico de raio r > 2M . No entanto, nosso objetivo é estudar a solução de vácuo de
Schwarzschild abstraída de qualquer fonte para os valores de r. Portanto, devemos incluir
r = 2M , que é uma hipersuperfície nula que divide a variedade em dois componentes
desconectados:

I. 2M < r <∞.

II. 0 < r < 2M .

Dentro da região II as coordenadas t e r possuem seu carácter alterado. A coorde-
nada t agora passa a ser tipo-espaço e r é tipo-tempo, produzindo efeitos no cone de luz,
como veremos mais adiante.

3.1.1 Diagrama do espaço-tempo modificado de Schwarzschild

Buscamos agora explorar mais do significado do horizonte de eventos, estudando o
cone de luz no espaço-tempo modificado de Schwarzschild e as implicações das funções
rainbow.

Na TRG, a luz determina um limite superior de quão rápido as partículas podem
viajar e também serve como uma medida do quanto uma informação demora para ser
recebida. Em toda a história humana, sempre olhamos para as estrelas contemplando
quais seriam aqueles mundos, e se seriam habitados por vidas inteligentes. Einstein, com
sua nova teoria, nos revelou que, ao olharmos para essas estrelas, estávamos na verdade
olhando para o passado delas. O cone de luz nos diz de qual região do espaço-tempo
podemos acessar as informações: se nossa linha-mundo estiver fora do futuro do cone de
luz de algum evento, então nunca iremos obter informações sobre ele. Mas, esta afirmação
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ainda continua válida para uma teoria onde o espaço-tempo também depende da escala
de energia? Para responder a esta pergunta, devemos fazer um estudo da estrutura das
geodésicas e suas relações com as funções rainbow.

Usando o princípio variacional [60], a métrica (3.12) pode ser deduzida da densidade
Lagrangiana L, dada através da relação

2L = F (r)
fE

2 ṫ
2 − 1

F (r)gE2 ṙ
2 + r2

gE2 Ω̇2, (3.15)

onde F (r) é a função usual do espaço-tempo modificado de Schwarzschild

F (r) = 1− rh
r
, (3.16)

e Ω̇2 = θ̇2 + sen2θφ̇2. Nesta notação, o “ponto” representa derivada em relação ao tempo
próprio, τ (um parâmetro afim ao longo de uma geodésica). Note que a Lagrangiana
não depende de (t, φ), portanto, temos uma simetria temporal e uma esférica. Assim,
teremos algumas quantidades físicas conservadas. Utilizando as equações de Euler-Lagrange
podemos obter as geodésicas e os momentos conjugados conservados correspondentes a
(t, φ). Logo, considerando o plano θ = π/2, temos:

∂L
∂t
− d

dτ

(
∂L
∂ṫ

)
= 0, (3.17)

∂L
∂t

= 0, ∂L
∂ṫ

= F (r)ṫ
fE

2 . (3.18)

o que nos leva a:
d

dτ

(
F (r)ṫ
fE

2

)
= 0 −→ F (r)ṫ

fE
2 = E = const. (3.19)

Temos uma quantidade física conservada e associada à coordenada temporal, esta
quantidade é a energia E.

Derivando em relação à coordenada φ, temos:

∂L
∂φ
− d

dτ

(
∂L
∂φ̇

)
= 0, (3.20)

∂L
∂φ

= 0, ∂L
∂φ̇

= −r
2φ̇

gE2 , (3.21)

o que nos leva a:
d

dτ

(
−r

2φ̇

gE2

)
= 0,−→ r2φ̇

gE2 = L = const. (3.22)

Novamente, temos uma quantidade física conservada, neste caso, associada à
simetria de rotação. Esta quantidade é o momento angular. As quantidades E e L são
constantes de movimento. As equações (3.19) e (3.22), podem ser escritas em termos de
um parâmetro afim dependente da energia, τ̃ = gEτ , e assim, temos

E = fEE; L = gEL, (3.23)
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e portanto, a Lagrangiana (3.15) pode ser escrita na forma

2L = m = E2

F (r) −
˙̃r2

F (r) + L
r2 , (3.24)

onde ˙̃r = dr/dτ̃ . Por normalização, fazemos m = 1 para representar uma partícula com
massa, que terá geodésicas tipo-tempo. Agora, fazendo m = 0 (partículas sem massa),
teremos geodésicas tipo-luz. Portanto, a equação de movimento torna-se:

˙̃r = E2 − VG(r;m,L), (3.25)

onde VG(r;m,L) é o potencial generalizado efetivo, que é dado por

VG(r; 0,L) ≡ VN(r,L) = F (r)L
2

r2 (3.26)

para geodésicas nulas, e por

VG(r; 1,L) ≡ VT (r,L) = F (r)(1 + L2

r2 ) (3.27)

para geodésicas tipo-tempo.

3.1.2 Geodésicas nulas e cones de luz

Vamos considerar o movimento radial de um feixe de luz no espaço-tempo modificado
de Schwarzschild. O movimento radial significa que a velocidade angular é zero, então a
parte angular é nula (L = 0). Como estamos considerando uma feixe de luz, a massa da
partícula também é nula (m = 0). Portanto, devemos trabalhar com a equação (3.25),
onde teremos o termo (3.26) sendo nulo. Logo, temos:

˙̃r = ±E. (3.28)

O sinal +(−) corresponde às geodésicas outgoing(ingoing). Como τ̃ = gEτ , dτ/dτ̃ =
1/gE. Consequentemente, temos:

dr

dτ̃
= dr

dτ

dτ

dτ̃
= E. (3.29)

Usando a equação (3.23), podemos escrever o seguinte resultado:

∆τ = ∆τSch
Γ1

, (3.30)

onde ∆τSch = ∆r/E é o tempo próprio usual de Schwarzschild na TRG, e Γ1 = gEfE,
fator que depende da energia do observador. Aqui surgem os primeiros resultados de uma
métrica dependente da energia, com o tempo próprio reescalonado por uma família de
funções fE e gE.
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Podemos ainda obter uma expressão para a coordenada t. Das equações (3.19) e
(3.29) encontramos a seguinte expressão:

∆t = Γ2∆tSch = Γ2 (r + rh ln |r − rh|+ const) (3.31)

onde Γ2 = fE/gE. Da equação (3.31), podemos ver que, para a região com r > rh, temos
as geodésicas nulas se distanciando (outgoing) do horizonte do buraco negro. E quando
fazemos t → −t, teremos geodésicas nulas se aproximando (ingoing) do horizonte do
buraco negro. Porém, devido ao fato de que Γ2 depende das funções rainbow e surgir como
um termo multiplicativo na equação (3.31), teremos alterações nos cones de luz. Quando
temos fE = gE, então Γ2 = 1, e nenhuma alteração acontece. Entretanto, para Γ2 > 1, o
cone de luz passa a ser mais achatado. Já para Γ2 < 1, o cone de luz é alargado. Podemos
ver esses resultados na figura (2), onde consideramos a família de MDR (2.39) e as funções
rainbow (2.38). Para n = 2, teremos fE = 1 e gE dada por (2.54), e escolhendo η = |1|.
Para os outros valores de n teremos um comportamento semelhante.

rh r

t
Geod. Outgoing
Geod. Ingoing

(a) η = 1

rh r

t
Geod. Outgoing
Geod. Ingoing

(b) η = −1

Figura 2 – Geodésicas nulas e cones de luz em coordenadas de Schwarzschild Modificado.

Para a região em que r < rh, os cones de luz mudam de direção, tornando-se
horizontais, devido ao fato das coordenadas r e t trocarem de natureza. Para essa região,
o único caminho possível para o observador é ir em direção à singularidade, na origem,
r = 0. E para r →∞, os cones de luz formam um ângulo de Γ245◦ entre si, e a função Γ2

acaba produzindo uma alteração na estrutura dos cones de luz. Sendo assim, uma nova
característica surge ao considerarmos um espaço-tempo dependente da energia. Temos
partículas sem massa podendo acessar velocidades menores que c, produzindo cones de luz
mais fechados, como mostrado na figura (2a). E este efeito é conhecido como subluminal
e que está associado à escolha do η > 0. O contrário acontece na figura (2b), quando
temos feixes de luz que alcançam velocidades maiores que c, produzindo cones de luz mais
abertos, este resultado é chamado de superluminal e está associado à escolha de η < 0. Às
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características subluminal e superluminal são resultados comparáveis ao que se esperava
na TRG.

Um ponto importante a ressaltar é a constante c. Por mais que os feixes de partículas
sem massa possam alcançar velocidades maiores ou menores que c, ela ainda permanece
sendo uma constante fundamental. Portanto, seu valor não muda quando temos um
espaço-tempo que depende da energia quando comparamos com a energia de Planck.

3.1.3 Objeto em queda livre

Vamos, agora, considerar uma partícula com massa, que está em queda livre, caindo
radialmente no buraco negro. Voltamos à equação de movimento (3.25), onde temos o
potencial efetivo (3.27), porém para L, pois estamos considerando o movimento radial.
Sendo assim, temos: (

dr

dτ̃

)2

= rh
r
− (1− E2), (3.32)

dt

dτ̃
= fEE
gE(1− rh/r)

. (3.33)

Vamos considerar as trajetórias de partículas que partem do repouso a alguma
distância finita ri e caem em direção ao centro do buraco. Neste caso, temos dr/dτ̃ = 0 e
a distância inicial está relacionada com a contante E por

ri = rh
1− E2 . (3.34)

É conveniente fazermos uma mudança de variável para trabalharmos com as
equações de movimento. Adotando R = r

ri
= cos2 γ/2, teremos as seguintes relações:

ri → γi = 0, (3.35)
rh → γh = 2 sen−1E, (3.36)

r = 0→ γ0 = π, (3.37)

dr = −ri
senγ

2 dγ. (3.38)

Fazendo uso dessas relações, encontramos:(
dτ̃

dγ

)
=
(
ri

3

rh

)1/2

cos2 γ/2, (3.39)
(
dτ

dγ

)
= 1
gE

(
ri

3

rh

)1/2

cos2 γ/2 (3.40)

Integrando a equação (3.40), onde assumimos que τi = 0 no ponto de partida γi = 0,
encontramos

τ = 1
gE

(
ri

3

4rh

)1/2

(γ + senγ), (3.41)
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Portanto, podemos ver que a partícula cruza o horizonte de eventos e chega à singularidade
no horizonte com tempos próprios finitos

τh = 1
gE

(
ri

3

4rh

)1/2 [
arcsin

(
rh
ri

)1/2
+ rh
ri

(
1− rh

ri

)1/2
]
, (3.42)

τ0 = π

gE

(
ri

3

4rh

)1/2

. (3.43)

Já para analisarmos o comportamento da coordenada temporal devemos olhar
paras as equações (3.32) e (3.33), das quais encontramos o seguinte resultado:

t = fE
gE

E(r3
i

rh

)1/2

[1/2(γ + senγ) + (1− E2)γ] + rh ln
(

tgγh/2 + tgγ/2
tgγh/2− tgγ/2

) , (3.44)

sendo E2 = 1− rh
ri
.

Notamos que as funções rainbow podem contrair ou dilatar o tempo próprio τ e
o tempo coordenado t. Na figura (3), temos, respectivamente, nas linhas solidas verde e
azul, o tempo próprio e o coordenado de Schwarzschild na Teoria da Relatividade. Ao
considerarmos as funções rainbow, com η > 0, temos um atraso no tempo próprio (linha
verde pontilhada) para chegar à singularidade r = 0. Agora, considerando η < 0, temos
um encurtamento no tempo próprio (linha verde tracejada) para chegar à singularidade
r = 0. Podemos ver que, quando consideramos as funções rainbow, um objeto em queda
livre pode chegar antes ou depois do tempo próprio medido na TRG. Já o observador
em repouso e distante do horizonte de eventos medirá a coordenada temporal t e, para
esse observador, o tempo medido para um objeto em queda livre atingiro o horizonte de
eventos será infinito.

Aqui, mais uma vez, utilizamos as famílias de funções rainbow dadas por (2.38),
onde consideramos n = 2, produzindo fE = 1 e gE dada por (2.54) com η = |1|, por
permitir os fenômenos subluminal e superluminal.

3.1.4 Coordenadas de Eddington-Finkelstein

Vimos na seção anterior que a região r = rh é uma superfície que não interfere na
queda de um objeto no buraco negro. Como já havíamos comentando anteriormente, nada
poderíamos dizer sobre a singularidade r = rh, ao calcularmos o escalar de Kretschamann
em (3.14). Porém, como observado, um objeto em queda livre atravessa essa membrana
e chega à singularidade na origem em um tempo próprio finito. Portanto, devemos ter
algum problema associado ao sistema de coordenadas usadas

Devemos fazer uma mudança de coordenadas de tal forma que as geodésicas nulas
radiais que entram no buraco negro tornem-se linhas retas, removendo a singularidade em
r = rh:

t→ t̄ = t+ Γ2rh ln |r − rh|. (3.45)
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0 rh r0 r

t
tempo próp. Schw.
tempo próp. Schw. Mod = 1
tempo próp. Schw. Mod = 1
tempo coord. Schw.
tempo coord. Schw. Mod = 1
tempo coord. Schw. Mod = 1

Figura 3 – Objeto em queda livre.

Teremos, assim, um novo sistema de coordenadas (t̄, r, φ, θ), de onde, a partir de (3.31),
obtemos

t̄ = −Γ2rh + const = −gE
fE
rh + const. (3.46)

Neste caso, no entanto, não teremos mais linhas formando ângulos de −45◦ como esperado
na TRG [61]. Devido à presença das funções rainbow em Γ2, a inclinação da reta irá
depender da energia da partícula sem massa em comparação com a energia de Planck.
Diferenciando a equação (3.45), encontramos

dt̄ = dt+ Γ rh
r − rh

dr, (3.47)

e substituindo por dt no elemento de linha de Schwarzschild Modificado (3.12), obtemos a
forma Eddington-Finkelstein:

ds2 = (1− rh
r

) dt̄
2

fE
2 −

2rh
r

dt̄dr

fEgE
− (1 + rh

r
)dr

2

gE2 −
r2

gE2dΩ2. (3.48)

Agora a solução é regular em r = rh, estendendo o intervalo de coordenada 0 < r < rh

para todos os valores 0 < r < ∞. Este processo é conhecido como extensão analítica.
Para a família de funções rainbow (2.38), escolhendo n = 2 e η = |1|, teremos os
resultados apresentados na figura (4). Na figura (4a) temos o caso de partículas sem massa
cujas velocidades estão limitadas pela velocidade da luz c. Desta forma, a inclinação das
geodésicas que entram é maior que 45◦. Em contrapartida, na figura (4b), temos partículas
sem massa, com velocidades superiores à velocidade c e, por consequência, a inclinação
das geodésicas é menor que 45◦.
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rh r

t
Geod. Outgoing
Geod. Ingoing

(a) η = 1

rh r

t
Geod. Outgoing
Geod. Ingoing

(b) η = −1

Figura 4 – Cones de luz nas coordenadas de Eddington-Finkelstein, considerando as funções
rainbow com n = 1 e η = |1|.

3.2 Espaço-tempo modificado de Kiselev

Devido às evidências encontradas nas observações de Edwin Hubble na década de
1920, já tínhamos consciência de que o universo se expande. No entanto, as observações de
supernovas tipo Ia (SN Ia) realizadas por volta do final da década de 1990 causaram uma
importante mudança nos estudos de cosmologia: descobriu-se que o universo não somente
se expande, mas o faz de maneira acelerada [62, 63, 64].

Para explicar os dados observados é necessário introduzir um novo tipo de energia
capaz de provocar uma pressão negativa, afim de exercer um papel de anti-gravidade. Essa
energia passou a ser conhecida na literatura como energia escura, que seria responsável
por cerca de 70% do conteúdo de matéria e energia do universo. Muitos modelos foram
criados com objetivo de solucionar esse problema. Um deles é o modelo de constante
cosmológica, sugerido por Einstein, originalmente, porém com objetivo completamente
diferente, qual seja, a constante cosmológica foi introduzida nas equações de campo na
tentativa de se obter um universo estático. Com a descoberta da expansão acelerada do
universo, a constante cosmológica foi reintroduzida nas equações de campo, mas agora na
visão contemporânea é considerada como sendo homogênea, possuindo o mesmo valor em
qualquer região do universo e seu efeito seria de produzir uma expansão acelerada, tendo
sua origem associada à energia do vácuo.

Outro modelo bastante estudado na tentativa de dar conta da energia escura é
o de quintessência, no qual modelos com campos escalares constituem outra forma de
se obter um modelo correspondente à energia escura. Algumas dessas tentativas são a
própria quintessência, os phantoms, a K-essência, tachyons, condensados fantasmas e
energia escura dilatônica [65]. Dessa forma, a busca por compreender os possíveis papeis
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da energia escura no universo nos leva a investigar os modelos teóricos que à descrevem.
Neste trabalho iremos utilizar a quintessência para descrever a energia escura. Iremos
discorrer sobre as soluções de buraco negro imerso em quintessência, mas no contexto da
G’sR.

3.2.1 Buraco negro imerso em quintessência

No início dos anos 2000, uma solução para um buraco negro estático e esfericamente
simétrico imerso em quintessência foi obtida na TRG por Kiselev, cujo tensor energia-
momento é dado por [66]:

T tt = T rr = ρq (3.49)

T φφ = T θθ = 1
2ρq(3ωq + 1), (3.50)

em que temos a pressão e a densidade de energia associadas à quintessência pela relação
pq = ωqρq, com ωq pertencendo ao intervalo −1 < ωq < −1

3 , de modo a permitir que se
tenha a expansão acelerada.

Considerando o tensor momento-energia, a simetria esférica do buraco negro no
contexto da G’sR e adotando a métrica canônica para problemas com simetria esférica,
temos o seguinte elemento de linha:

ds2 = eν

f 2
E

dt2 − eλ

g2
E

dr2 − r2

g2
E

dΩ2. (3.51)

A partir da métrica podemos obter o tensor de Einstein, dado por

Gt
t = g2

E

(
−eλ( 1

r2 −
λ′

r
) + 1

r2

)
(3.52)

Gr
r = g2

E

(
−eλ( 1

r2 + v′

r
) + 1

r2

)
(3.53)

Gθ
θ = Gφ

φ = −g2
E

e−λ

2

(
v′′ + v′2

2 + v′ − λ′

r
− v′λ′

2

)
. (3.54)

As equações de Einstein são dadas em termos de Gµ
ν = 2T µν , onde fazemos k = 2.

O princípio da aditividade e linearidade é obtido por meio de T tt = T rr, o que acarreta
λ′ + v′ = 0→ λ+ v = constante. Sem perda de generalidade podemos tomar a constante
como sendo nula, obtendo o resultado λ = −v. Fazendo a substituição λ = −ln(1 + z) nas
equações de Einstein, dadas por (3.52),(3.53),(3.54), obtemos os seguintes resultados:

Gt
t = −g2

E

(
z + rz′

r2

)
= 2T tt (3.55)

Gr
r = −g2

E

(
z + rz′

r2

)
= 2T rr (3.56)

Gθ
θ = Gφ

φ = −g2
E

(
rz′′ + 2z′

2r

)
= 2T θθ = 2T φφ. (3.57)
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Substituindo os resultados relativos ao tensor energia-momento dados na equação (3.50),
nas equações (3.55),(3.56),(3.57), obtemos uma equação de Euler-Cauchy, dada por:

r2z′′ + 3(1 + ωq)rz′ + (1 + 3ωq)z = 0 (3.58)

cujas soluções são

z1 = A

r
(3.59)

z2 = c

r1+3ωq
. (3.60)

A constante de normalização A é determinada ao tomarmos os limites sem quintessência na
TRG, o que nos permite obter A = −2M . Portanto, o elemento de linha toma a seguinte
forma:

ds2 =
(

1− 2M
r

+ c

r1+3ωq

)
dt2

f 2
E

−
(

1− 2M
r

+ c

r1+3ωq

)−1 dr2

g2
E

− r2

g2
E

dΩ2. (3.61)

Também podemos calcular a densidade de energia por intermédio da solução (3.60).
Substituindo suas derivadas na equação (3.55), temos

ρq = g2
E

c

2
3ωq

r3(1+ωq) . (3.62)

Concluímos que o sinal da constante de normalização (c) deve coincidir com o
sinal do parâmetro da equação de estado da matéria (ω) para obtermos um universo com
expansão acelerada, ou seja,

cωq ≥ 0, (3.63)

resultando que c é negativo para a quintessência. Por simplicidade, definimos c = −α,
sendo α positivo. Neste caso, o elemento de linha dado por (3.61) torna-se

ds2 =
(

1− 2M
r
− α

r1+3ωq

)
dt2

f 2
E

−
(

1− 2M
r
− α

r1+3ωq

)−1 dr2

g2
E

− r2

g2
E

dΩ2. (3.64)

Verificamos, também que, ao analisar o elemento de linha (3.64) para o lim E
Ep
→0 fE =

lim E
Ep
→0 gE = 1 recuperamos a solução obtida por Kiselev em [66].

O escalar de curvatura tem como expressão:

R = 2T µµ , (3.65)

R = 4
(
ρq −

ρq
2 (1 + 3ωq)

)
= 2ρq(1− 3ωq), (3.66)

R = 3g2
Ecωq

(1− 3ωq)
r3(1+ωq) , (3.67)

cujas singularidades em r = 0 ocorrem se ωq 6= {0, 1
3 ,−1}.

A distinção entre os resultados obtidos por Kiselev em [66] para os resultados neste
trabalho é a presença da Função Rainbow g2

E nas equações (3.62) e (3.67) e as funções
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f 2
E e g2

E no elemento de linha em (3.64). Assim, para o caso do Buraco Negro imerso em
quintessência no contexto da G’sR, o elemento de linha apresenta correções que dependem
das Funções Rainbow utilizadas e, ao tomarmos o limite em baixas energias comparadas a
escala de Planck, obtemos os resultados clássicos.

3.2.2 Horizonte de eventos

O horizonte de eventos é obtido quando o termo grr da equação (3.64) é igual a
zero. Assim, temos

1− 2M
rh
− α

rh1+3ωq
= 0 (3.68)

e resolvendo para M(r+), temos a massa do buraco negro

M = rh
2 −

α

2rh3ωq
. (3.69)

Podemos ver que o horizonte de eventos não depende das funções rainbow. Mas os
valores da massa irão depender dos parâmetros da teoria e do raio do horizonte de eventos
(rh). Na figura (5) construímos o gráfico da massa do horizonte de eventos para alguns
valores de ωq, fazendo G = 1 = 1/E2

p e α = 0.01.
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Figura 5 – Horizonte de eventos para diferentes valores do ωq. No centro do gráfico temos
um zoom para pequenos valores do raio do horizonte

Também podemos examinar como o horizonte de eventos é alterado ao mudarmos
o parâmetro da quintessência. Este resultado é exposto na figura (6), fixando um valor
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para ωq e variando o parâmetro α. Como se pode ver, a massa possui um limite superior
que corresponde ao caso em que dois horizontes coincidem: o horizonte do buraco negro e
o horizonte cósmico. Este tipo de buraco negro é geralmente chamado de buraco negro de
Nariai [67]. À medida que a massa diminui, os horizontes começam a se afastar um do
outro. Observe na figura (6), a linha verde, o horizonte à esquerda é o horizonte do buraco
negro, enquanto o da direita é o horizonte cosmológico. Isso significa que o valor máximo
para o horizonte do buraco negro é o ponto onde a massa atinge seu ponto crítico o que
significa que; acima desse valor, ou estamos atrás do horizonte cosmológico, ou temos
uma singularidade nua. Chamamos atenção para este ponto porque será relevante para o
estudo da termodinâmica do sistema. Como veremos, este é exatamente o ponto onde a
temperatura atingirá um valor crítico e não pode ser estendida para valores grandes de rh.
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Figura 6 – Horizonte de eventos para diferentes valores do α, com wq = −4/3.

Observamos que, ao diminuirmos o valor do parâmetro da quintessência α, o raio
máximo possível do horizonte de eventos aumenta. Quando temos α = 0, deixamos de ter
dois horizontes de eventos, a massa do buraco negro passa a ser proporcional ao raio do
horizonte e deixa de ser limitada a um ponto extremo.
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4 Termodinâmica de Buracos Negros na Te-
oria da Relatividade Geral

Em meados dos anos 70, Bekenstein [43, 44, 68] e Hawking [45, 69, 70] nos revelaram
que os buracos negros possuem comportamentos semelhantes aos corpos negros, seguindo
leis análogas às da termodinâmica [42], mostrando que esses objetos não são tão negros
como se imaginava. Ao considerar efeitos quânticos na vizinhança do buraco negro, Hawking
mostrou que esses objetos emitem radiação, fato este que rompeu com a visão clássica
que se tinha dos buracos negros [41, 71]. Esta introdução de efeitos quânticos feita por
Hawking representou o início de uma combinação entre a gravitação e a física quântica,
ou melhor, da teoria quântica de campos.

Neste capítulo iremos fazer uma breve digressão sobre a termodinâmica de buracos
negros na TRG. Também iremos avaliar algumas variáveis termodinâmicas e fazer um
estudo de transição de fase. Esta análise tem como objetivo comparar com o estudo de
termodinâmica de buracos negros no contexto da G’sR que será realizado no capítulo
seguinte.

4.1 Aspectos gerais da termodinâmica

Um buraco negro pode ser caracterizado classicamente, por um pequeno conjunto
de três parâmetros, a saber: massa, momento angular e carga, as quais estão relacionados
através de leis similares às da termodinâmica clássica [72, 73]. Como desejamos estudar a
termodinâmica dos buracos negros, é necessário antes entender o conceito de gravidade
superficial que será fundamental para as definições das leis da termodinâmica de buracos
negros.

4.1.1 Gravidade superficial

A gravidade superficial é uma expressão para a aceleração gravitacional na superfície
do horizonte de eventos de um buraco negro. Comumente é definida por meio do vetor de
Killing, que é ortogonal ao horizonte, ou também em termos da 4-aceleração e 4-velocidade
de uma partícula livre. Iremos definir a gravidade superficial da primeira forma. A definição
relativa à segunda abordagem pode ser encontrada na literatura [74].

O horizonte de eventos de um buraco negro de Schwarzschild é, na verdade, uma
superfície nula, e é fácil ver isso quando consideramos as coordenadas de Kruskal. Nesta
superfície qualquer vetor normal à mesma é um vetor nulo. Vamos considerar o vetor de
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Killing que gera translações temporais, ξ = ξµeµ. Para o espaço-tempo de Schwarzschild,
este vetor é simplesmente ξ = et. Como este vetor é normal ao horizonte de eventos, então
ξµξ

µ = 0, ou mais precisamente, ξµξµ é constante no horizonte. Dessa forma, podemos
olhar para o gradiente ∇α(ξµξµ) que também é normal ao horizonte. Assim, deve existir
uma função κ, chamada de gravidade superficial, tal que

∇α(ξµξµ) = −2κξα. (4.1)

Essa equação pode ser escreta na seguinte forma:

ξν∇µξν = −ξν∇νξµ = −κξµ. (4.2)

Um vetor ξµ é uma hipersuperfície ortogonal se

ξ[µ∇νξρ] = 0, (4.3)

quando avaliado na hipersuperfície. Então, para o vetor de Killing, ∇µξν = −∇νξµ.
Portanto, no horizonte, temos

ξρ∇µξν = −2ξ[µ∇µ]ξρ. (4.4)

Podemos, então, contrair ambos os membros da equação (4.4) com ∇µξν , de modo a
obtermos

ξρ(∇µξν)(∇µξν) = −(∇µξν)(ξ[µ∇ν]ξρ) = −2κξµ∇µξρ = −2κ2ξρ (4.5)

onde usamos a equação (4.2). Assim, obtemos uma expressão para a gravidade superficial,
que é dada por

κ2 = −1
2(∇µξnu)(∇µξnu) (4.6)

sendo essa quantidade avaliada no horizonte de eventos do buraco negro. Uma vez que
sabemos que a métrica de Schwarzschild é diagonal, temos que

ξµ = δµt , ξµ = δµtgtt. (4.7)

A derivada covariante, ∇µξnu, pode ser dada em termos dos símbolos de Christoffel:

∇µξν = ξν,µ − Γανµξα. (4.8)

O único termo não nulo de ξν,µ é ξt,r = gtt,r, uma vez que os componentes métricos
dependem apenas de r. Da equação de Killing dada por ξµ;ν + ξν;µ = 0, temos que
∇µξν = −∇νξµ, e se em uma base de coordenadas os coeficientes da conexão são simétricos
para os índices inferiores, então os únicos termos diferentes de zero de ∇µξν , só podem ser
∇rξt e ∇tξr. Logo

∇rξt = ξt,r − Γttrξt = −(ξr,t − Γttrξt) = −∇tξr, (4.9)
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no qual temos ξr,t = 0 e Γttr = +1
2g

ttgtt,r. Obtemos, finalmente, uma expressão para a
gravidade superficial em termos dos componentes da métrica de Schwarzschild na TRG,
que é dada por

κ = lim
r→rh

√
−1

2(∇µξν)(∇µξν) = lim
r→rh

√
−1

4g
rrgtt(gtt,r)2. (4.10)

Ao avaliarmos esta equação em rh = 2M a gravidade superficial para o buraco negro de
Schwarzschild é

κ = 1
4M (4.11)

É possível obter a gravidade superficial para um buraco negro mais geral se, em
vez de considerarmos o espaço-tempo de Schwarzschild, escolhermos o espaço-tempo de
Kerr–Newman. Ainda teríamos uma carga e um momento angular, porém, para este caso,
a gravidade superficial é obtida por meio da 4-aceleração e seria necessário considerar
vetores de Killing associados ao espaço-tempo de Kerr-Newman. Este procedimento pode
ser visto em [74].

4.1.2 As quatro leis da termodinâmica de buracos negros

De acordo com os autores [73, 75], podemos escrever as seguintes leis para a
termodinâmica de buracos negros:

Lei zero: Existe uma quantidade física associada ao buraco negro que permanece
constante. Essa quantidade é a gravidade superficial, κ, que é constante em toda a superfície
do horizonte de eventos. Esta lei é, análoga à lei zero da termodinâmica clássica.

Primeira Lei: Considerando um Buraco Negro estacionário, carregado e dotado
de massa é possível escrever a variação a área do horizonte de eventos em termos das
quantidades que o descrevem:

δAhor = 8π
κ

(δM − ΩδJ − ΦδQ), (4.12)

onde Ahor é a área do horizonte de eventos, M a massa do buraco negro, Ω a velocidade
angular e Φ o potencial elétrico. Podemos reescrever esta equação em analogia com a
primeira lei da termodinâmica clássica, da seguinte

δM = κ

8πδAhor + ΩδJ + ΦδQ., (4.13)

ou, ainda, introduzindo as contantes c e G, como

δ(mc2) = κc2

8πGδAhor + ΩδJ + ΦδQ. (4.14)

Esta é a primeira lei da termodinâmica de buracos negros, que expressa uma conservação
da energia, relacionando a variação da massa M do buraco negro com a variação na área
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do seu horizonte Ahor, a variação do seu momento angular J e a variação de sua carga Q.
Comparando com a primeira lei da termodinâmica ordinária

δU = TδS + δW (4.15)

Bekenstein [68] sugeriu inicialmente que a temperatura T e a entropia S do buraco negro
fossem associados à gravidade superficial κ e à área do horizonte de eventos, de modo que
T ∝ κ e S ∝ Ahor.

Segunda Lei: Nenhum processo clássico pode diminuir a área do horizonte de um
buraco negro, isto é,

δAhor ≥ 0, (4.16)

onde δAhor ≥ 0 ocorre para os processo irreversíveis. Devido ao fato de podermos relacionar
a área do horizonte de eventos com a entropia, a afirmação da lei (4.16) é análoga à segunda
lei da termodinâmica ordinária, que nos diz que a entropia de um sistema isolado não
diminui.

Terceira Lei: A gravidade superficial, κ, não pode ser reduzida a zero por processos
constituídos de um conjunto finito de passos. Assim como na terceira lei da termodinâmica
ordinária, formulada na versão de Nernst, afirmando que não é possível a temperatura
de um sistema atingir o zero absoluto por meio de processos formados por um conjunto
finitos de passos.

A tentativa de formular a termodinâmica de buracos negros por Bekenstein [44, 68]
foi apoiada por descobertas feitas por Hawking [41] que, ao aplicar a teoria quântica de
campos em um espaço-tempo curvo gerado por um buraco negro, descobriu que esses
objetos emitem uma radiação eletromagnética com uma temperatura

TH = ~κ
2πkBc

(4.17)

que chamaremos de Temperatura Hawking, em que ~ é a constante de Planck e kB é a
constante de Boltzmann. Para o caso do espaço-tempo de Schwarzschild, no qual obtemos
a gravidade superficial em (4.11), a temperatura Hawking se reduz a

TH = ~c3

8πGkBM
. (4.18)

A leitura que podemos fazer da equação (4.18) é que, conforme a massa do buraco negro
diminui no processo em decorrência da emissão de radiação, sua temperatura aumenta,
nos dizendo que o seu calor especifico é negativo.

A entropia do buraco negro pode ser obtida por meio das equações (4.13), (4.14) e
(4.17) e é dada por

SBN = 1
4
kBc

3

G~
A. (4.19)
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Essa entropia do buraco negro vem em adição à entropia da matéria. O fato da entropia do
buraco negro estar relacionada à área do horizonte de eventos, nos leva a afirmar que ela é
“holográfica”, sendo distinta da entropia ordinária, que é uma grandeza termodinâmica
extensiva, associada ao volume do sistema físico.

4.1.3 Radiação Hawking

Vimos que a Radiação Hawking é um dos pontos fundamentais do estudo da
termodinâmica de buracos negros, e que possui um espectro semelhante ao emitido por
um corpo negro. Vamos revisar sua definição na TRG e obter os resultados concernentes
à emissão de partículas por buracos negros, de forma mais simples, fazendo algumas
considerações. Desta forma, e para atingir este objetivo, iremos usar um “argumento de
plausibilidade” para evidenciar a Radiação Hawking. Esta abordagem é apresentada em
[76].

Conforme a teoria de campos, flutuações de campos podem, no espaço vazio,
produzir um par de partícula e antipartícula e, em seguida, esse par se recombina, fato este
que deveria violar o princípio da conservação de energia. Entretanto, segundo o princípio
da incerteza de Heisenberg, existe uma incerteza mínima na medida da energia de um
certo estado, ∆E, bem como no tempo em que o sistema permanece no estado, ∆t, dado
pela relação ∆E∆t ≥ ~/2. Sendo assim, se um par de partícula e antipartícula que surge
do vácuo durar menos que ∆t = ~/2∆E, não estão violando nenhuma lei física.

No espaço-tempo nas proximidades do horizonte de eventos de um buraco negro é
perfeitamente possível a existência de flutuações quânticas. Vamos considerar que essas
flutuações produzem pares de fótons na região externa ao horizonte, mas próximos a ela,
conforme a figura (7). Os fótons surgem um com energia E e outro com energia −E, e
existe a possibilidade de um dos fótons cruzar o horizonte antes que o tempo ~/2E se
esgote. Uma vez dentro do horizonte, qual deve ser o seu comportamento? Consideremos
o espaço-tempo de Schwarzschild por simplicidade e consideramos um observador local
para responder a pergunta. Seja um observador que se movimenta com uma 4−velocidade
u = (0, ur, 0, 0). Adotando a condição de normalização gµνuµuν = 1, teremos que:

ur = −
(2M
r
− 1

)1/2
, r < 2M (4.20)

A escolha do sinal negativo indica as geodésicas ingoing, o movimento ocorre no sentido
−r. Além disso, vamos considerar que o fóton tem momento angular nulo, e que se move
radialmente dentro do horizonte. Da equação (3.25), tomando fE = gE = 1 para termos o
caso usual, e concluímos que a energia do fóton é E = ±pr. Então, a sua energia relativa
ao observador dentro do horizonte de eventos é

gµνp
µuν = grrp

rur = −
(2M
r
− 1

)−1/2
pr (4.21)
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Figura 7 – Radiação Hawking: produção de par partículas-antipartículas na vizinhança de
um buraco negro.

que é positiva se, e somente se, o fóton também estiver indo em direção à singularidade
(pr < 0) e contudo, esta afirmação não estabelece nenhuma restrição para a energia do
fóton, portanto, podemos ter fótons com energias positivas ou negativas.

Uma vez que uma flutuação próxima ao horizonte pode colocar o fóton de energia
negativa em uma trajetória realizável em direção à origem, o fóton de energia positiva
pode escapar para o infinito. Vamos analisar a energia do fóton que escapa. Devemos
analisar as flutuações em um referencial inercial em queda livre, que é aquele para o qual
o espaço-tempo é localmente plano e no qual as flutuações deveriam ser as usuais no
espaço-tempo de Minkowski. Considerando que o observador parte do repouso no ponto
r = 2M + ε, imediatamente começa a cair em direção ao buraco negro e atinge o ponto
r = 2M , seguindo a trajetória com L̄ = 0 que pode ser descrita por (3.25) tomando
fE = gE = 1, oque nos leva ao seguinte resultado para a energia

Ē =
(

1− 2M
(2M + ε)

)1/2

≈ ( ε

2M )1/2. (4.22)

É importante notar que estamos adotando a notação Ē para a energia do referencial, para
não a confundirmos com a energia do fóton.

Podemos calcular o tempo necessário para o fóton atingir o horizonte de eventos,
fazendo fE = gE = 1 na equação (3.25), e assim, obtemos

∆τ =
∫ 2M

2M+ε

(2M
r
− 2M

2M + ε

)−1/2
dr. (4.23)

Para a primeira ordem em ε, temos

∆τ = 2(2Mε)1/2. (4.24)
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como sendo o tempo da duração da flutuação quântica. Com esse resultado, podemos
calcular a energia do fóton ε nesse referencial por meio da relação de incerteza de Heisenberg.
Assim, temos:

ε = 1
4~(2Mε)−1/2. (4.25)

Essa é a energia do fóton que escapa para o infinito, calculado no referencial inercial
local. Para calcular a sua energia ao chegar ao infinito, lembramos que

ε = gµνpµuν = g00Eu0 (4.26)

em que u0 = Ē ≈ ( ε
2M )1/2 e E é a energia conservada do fóton, que é a energia que ele

deve ter quando chegar ao infinito. Avaliando g00 em 2M + ε, temos, finalmente,

E = ε
(

ε

2M

)1/2
= ~

8M . (4.27)

Podemos ver que o buraco negro pode emitir partículas com energia ~/8M , calcu-
lando de forma simples a radiação Hawking. O cálculo rigoroso realizado por Hawking
mostrou que os fótons que saem têm o espectro característico de um corpo negro com
temperatura dada por (4.17). Com isso, a energia dos fótons será

E = TH = ~c3

8πGM . (4.28)

4.2 Termodinâmica do buraco negro de Schwarzschild imerso em
quintessência
Como já mencionado na seção (3.2), o universo pode ser constituído, além da

matéria bariônica e matéria escura, por uma energia escura que seria responsável pela
expansão acelerada do universo. Muitos modelos teóricos buscam descrever a energia
escura, mas podemos citar um que iremos considerar que é o modelo de quintessência [64].

Iremos estudar a termodinâmica do buraco negro estático imerso em quintessência
na TRG, afim de podermos criar um pano de fundo para comparar com o próximo capítulo,
quando considerarmos a G’sR.

A métrica que descreve o espaço-tempo de Kiselev é dada por (3.64), fazendo
fE = gE = 1, o que resulta em

ds2 =
(

1− 2M
r
− α

r1+3ωq

)
dt2 −

(
1− 2M

r
− α

r1+3ωq

)−1
dr2 − r2dΩ2. (4.29)

Para estudarmos as propriedades termodinâmicas, devemos obter a gravidade
superficial por meio da equação (4.10) e, em seguida, da equação (4.17), a temperatura
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Hawking do buraco negro de Schwarzschild imerso em quintessência. Para a métrica (4.29),
a gravidade superficial é

κkis =

∣∣∣2Mrh + αr1−3ω
h (3ω + 1)

∣∣∣
2r3

h

. (4.30)

A temperatura Hawking, portanto, é dada por

THkis =
r−3ω−2
h

∣∣∣3αω + r3ω+1
h

∣∣∣
4π (4.31)

em que substituímos κkis e a massa efetiva do buraco negro por (3.69). Note que a tempe-
ratura Hawking no caso da solução de Kiselev é a temperatura Hawking de Schwarzschild
mais um termo relacionado à quintessência. O comportamento é apresentado na figura
(8), onde escolhemos ω = −2/3, que produz a quintessência, e ω = −4/3, representando o
phantom com α = 0.01. Mas também foi adicionado o caso com α = 0, que recupera o
espaço-tempo de Schwarzschild. É possível ver que, ao introduzirmos um espaço-tempo
com um fluido cosmológico, teremos um raio crítico para o horizonte de eventos, ponto
em que a temperatura é zero. Este valor crítico para o raio do horizonte é justamente
quando atinge a massa atinge seu valor crítico, produzindo o buraco negro de Nariai
[67], já mencionado na seção (3.2.2). Sendo assim, para valores maiores que o raio crítico,
devemos desconsiderar os valores para a temperatura Hawking, produzindo um resultado
novo ao compararmos com o espaço-tempo usual de Schwarzschild.
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Figura 8 – Entropia em função do raio do horizonte de eventos para os casos com quintes-
sência, ω = −2/3, e o phantom, ω = −4/3, com α = 0.01 e Schwarzschild, sem
influência de um fluido cosmológico.
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Da primeira lei da termodinâmica de buracos negros (4.13), podemos obter a
entropia associada ao buraco negro estático e sem carga, imerso em quintessência que é
dada por

dS = 1
TH

dM = 1
TH

dM

drh
drh. (4.32)

Substituindo a temperatura Hawking (4.31) e o termo dM/drh, na equação (4.32), obtemos

dS =
2πr3ω+2

h

(
3αr−3ω

h
ω

rh
+ 1

)
∣∣∣3αω + r3ω+1

h

∣∣∣ drh. (4.33)

Resolver esta equação não é tão simples devido à presença do módulo e à necessidade de
termos que escolher um valor para ω. Entretanto, podemos analisá-la numericamente. Este
resultado é apresentado na figura (9), onde é realizado o cálculo numérico para ω = −2/3
e ω = −4/3, com α = 0.01. Podemos ver que, devido ao raio máximo que o horizonte pode
atingir, a entropia do buraco negro também terá um valor máximo, sendo maior para a
quintessência em comparação com o caso do phantom. Portanto, a presença de um fluido
cosmológico impõe limites para o buraco negro.
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Figura 9 – Entropia em função do raio do horizonte de eventos para os casos com quintes-
sência, ω = −2/3, e o phantom, ω = −4/3, com α = 0.01.

De posse do arcabouço da termodinâmica é possível estudar a capacidade térmica
do sistema. Sabemos que a capacidade térmica de um corpo é definida como a razão Q/∆T
entre a quantidade de calor recebido Q e o correspondente incremento na temperatura ∆T .
Mais precisamente, definida como o limite dessa razão quando ∆T → 0. Assim, para uma
pequena quantidade de calor, Q = T∆S, sendo ∆S o incremento na entropia, o que nos
leva a escrever a capacidade térmica como sendo dada por TdS/dT . Na termodinâmica
ordinária é necessário fazermos uma distinção na forma como o calor é recebido pelo
sistema. Se for feito a volume constante, é dito que temos uma capacidade térmica isocórica
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Cv, ou se for feita à pressão constante, teremos uma capacidade térmica isobárica Cp.
Para este caso especial, estamos considerando uma situação mais simples onde não temos
pressão, não precisando fazer distinção entre os tipos de capacidade térmica. Sendo assim,
partindo da forma usual, podemos construir a capacidade térmica do buraco negro, com o
uso da seguinte definição

C = TH
∂S

∂TH
= TH

∂S

∂rh

∂rh
∂TH

= ∂M

∂rh

(
∂TH
∂rh

)−1

(4.34)

Desta forma, podemos calcular a capacidade térmica associada ao buraco negro imerso em
quintessência, que é dada por

C = −
2πr2

h

(
3ωα + r3ω+1

h

)
9ω2α + 6ωα + r3ω+1

h

(4.35)

Ao considerarmos α = 0 temos a capacidade térmica usual de Schwarzschild
CSch = −2πr2

h, que é negativa para todos os valores do raio do horizonte. Este resultado
indica que quando o buraco negro irradia, sua massa diminui e, consequentemente, o raio
do seu horizonte, também diminui. Porém, ao irradiar, a temperatura associada ao buraco
negro aumenta, produzindo um resultado incomum na física. Esta característica não é
algo peculiar dos buracos negros. Em sistemas Newtoniano auto-gravitantes é possível
ver o mesmo comportamento, como no caso de um satélite em baixa órbita da Terra,
que perde parte da sua energia devido ao atrito atmosférico, caindo para um orbita de
altitude menor, aumentando sua energia cinética. Outro exemplo são sistemas estelares
gravitacionalmente vinculados. Lynden-Bell analisou esse comportamento, que chamou de
“gravothermal catastrophe”, apresentando em detalhes em [77].

Agora, considerando o espaço-tempo de Kiselev, sabemos que existe um limite
superior para o raio do horizonte, o que nos leva a desconsiderar os valores superiores
a esse limite, produzindo também um limite para a capacidade térmica. Na figura (10),
apresentamos os resultados para a capacidade térmica dada por (4.35), onde consideramos
mais uma vez aos valores ω = −2/3 e ω = −4/3, com α = 0.01, juntamente com o caso de
Schwarzschild, ao fazermos α = 0. Notamos que a capacidade térmica ainda é negativa até
o limite do raio máximo. Deste ponto em diante, a priori, a capacidade térmica estaria
associada ao raio cosmológico.

Em resumo, a presença de uma quintessência permeando o buraco negro de Schwarzs-
child produz limites tanto para o raio do horizonte de eventos, quanto para as variáveis
termodinâmicas dependentes dos parâmetros que caracterizam o buraco negro e os fluidos.
Na próxima seção, vamos trabalhar com dois novos elementos: a constante cosmológica,
que terá um papel importante, e a carga.
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Figura 10 – Capacidade térmica em função do raio do horizonte de eventos para os casos
com quintessência, ω = −2/3, e o phantom, ω = −4/3, com α = 0.01 e
Schwarzschild.

4.3 Termodinâmica do buraco negro de Reissner-Nordström-AdS
imerso em quintessência

A constante cosmológica introduzida inicialmente por Einstein tinha o objetivo
gerar uma solução que correspondesse a um universo estático. A descoberta da expansão do
universo feita por Hubble, levou ao abandono dessa ideia de usar a constante cosmológica
com esse objetivo, retomada mais tarde, após medidas de supernovas que indicavam uma
expansão acelerada. Entretanto, a constante cosmológica passou a ter um papel diferente
na cosmologia, deixando de ser um elemento para tornar o universo estático, qual seja, o de
explicar a expansão acelerada. Sendo assim, buscamos estudar a termodinâmica de buracos
negros carregados e imersos em quintessência, na presença da constante cosmológica Λ
no contexto da TRG. Para esta configuração, muitos trabalhos podem ser encontrados
na literatura, mostrando que existe uma similaridade entre sistemas líquido-gás. Em
particular, o buraco negro de Reissner-Nordström AdS apresenta transições de fase de
primeira ordem similares aos sistemas da matéria condensada [78, 79].

Para estudarmos a métrica correspondente ao buraco negro de Reissner-Nordström-
AdS com quintessência, devemos acrescentar ao elemento de linha (4.29) a carga elétrica
Q e a constante cosmológica Λ de tal forma que possa satisfazer as equações usuais de
Einstein. Isso é feito tomando o seguinte elemento de linha:

ds2 =
(

1− 2M
r

+ Q2

r2 −
α

r1+3ωq
− Λr2

3

)
dt2

−
(

1− 2M
r

+ Q2

r2 −
α

r1+3ωq
− Λr2

3

)−1

dr2 − r2dΩ2.

(4.36)
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Os estudos dos horizontes de eventos do buraco negro são obtidos para f(r) = 0,
ou seja,

f(r) = 1− 2M
r

+ Q2

r2 −
α

r1+3ωq
− Λr2

3 = 0. (4.37)

Os horizontes de eventos passam a depender dos seguintes parâmetros: a quintes-
sência ω, a carga Q e a constante cosmológica Λ. Para ω = −2/3, a função f(r), tem a
seguinte forma:

f(r) = 1− 2M
r

+ Q2

r2 − αr −
Λr2

3 = 0. (4.38)

A cada cenário considerado, em outras palavras, para cada nova fonte introduzida, em
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Figura 11 – Função f(r) para os valores M = 1, Q = 1 e Λ = −0.01

comparação com a da solução de Schwarzschild, que é o vazio, os horizontes tornam-se mais
ricos e diversos, levando à existência de mais um horizonte, para cada fonte adicionada.
Como adicionamos a quintessência, a carga e a constante cosmológica, teremos até quatro
possíveis horizontes positivos, são eles: dois horizontes internos, rintI e rintII , o horizonte
de eventos, rh e o horizonte cosmológico, rcosm. É possível observar na figura (11) os
pontos onde a função f(r) se anula. Observe que para os valores escolhidos temos quatro
horizontes de eventos, contudo, mudando os parâmetros podemos reduzir o número de
horizontes.

Fazendo f(r) = 0 na equação (4.38), podemos obter a massa efetiva do buraco
negro em termos do raio do horizonte, dada por

M = Q2

2rh
− Λr3

h

6 − αr−3ω
h

2 + rh
2 . (4.39)

É preciso definir os parâmetros (Q,Λ, α, ω) caso desejemos construir o gráfico da massa do
buraco negro. Vamos repetir os mesmos parâmetros adotados no gráfico da função f(r).
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Note que, na figura (12), a linha sólida verde possui quatro pontos vermelhos com M = 1,
são exatamente os pontos em que a função f(r) se anula, apresentado na figura (11). Note
também que, mudando os valores dos parâmetros, exposto nas linhas pontilhadas azul e
amarelo, a massa do buraco negro possui apenas dois raios de horizonte. Outro detalhe
importante é, conforme o raio do horizonte aumenta em um dado momento, os horizontes
de evento e cosmológico coincidem, produzindo o horizonte de Nariai [67]. Portanto, temos
um limite superior para o raio do horizonte do buraco negro.

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
rh

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

3.5

4.0

M

= 0.11
= 0.10
= 0.09

M = 1

Figura 12 – Massa do buraco negro de RN com quintessência e constante cosmológica
para os valores Q = 1 e Λ = −0.01

Em princípio, do raio limite em diante estaríamos atrás do horizonte cosmológico. É
importante ressaltar que a análise dos limites para a massa do buraco negro é extremamente
dependente dos parâmetros escolhidos. Assim, cada caso pode apresentar diferenças, pois
podemos ter mais ou menos horizontes de eventos. Também é possível que tenhamos uma
região com massa negativa ou, como vimos, exista um ponto onde os raios dos horizontes
de eventos e cosmológico sejam os mesmos, produzindo um limite para a massa. Portanto,
é importante estar atento a cada situação.

Para obtermos a temperatura Hawking, devemos recorrer às equações (4.17) e
(4.10). Sendo assim, para a métrica (4.36), a temperatura Hawking é

TH = − Q2

4πr3
h

− Λrh
4π + 3ωαr−3ω

h

4πr2
h

+ 1
4πrh

(4.40)

É importante observar que a temperatura Hawking depende dos parâmetros
(Q,Λ, ω, α), levando a situações distintas para cada valor. Na figura (13), expressamos o
comportamento da temperatura, para ω = −2/3, Q = 1 e Λ = −0.01.
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Figura 13 – Temperatura Hawking do buraco negro de RN com quintessência e constante
cosmológica, para diferentes valores de α e para os valores Q = 1, ω = −2/3,
Λ = −0.01.

Note que, para α = 0.11, existem regiões onde a temperatura passa a ser negativa.
Já para α = 0.09, temos apenas um valor mínimo para o raio do horizonte, onde a
temperatura passa a ser negativa.

É possível admitir no contexto da termodinâmica, que a pressão está relacionada
com a constante cosmológica por [80]:

P = − Λ
8π (4.41)

Portanto, escrevendo a entropia em termos da área e usando a definição da pressão,
podemos reescrever a massa efetiva do buraco negro como sendo M = M(S,Q, P )

M = −π
3ω
2 S−

3ω
2 α

2 + 4PS 3
2

3
√
π

+
√
πQ2

2
√
S

+
√
S

2
√
π
. (4.42)

Como consideramos variações de Λ na primeira lei, o parâmetro da massaM = M(S,Q, P )
pode ser identificado como a entalpia H = H(S,Q, P ), e a primeira lei da termodinâmica
de buracos negros torna-se

δM = TδS + ΦdQ+ V dP (4.43)

em que temos a temperatura Hawking T e também o potencial elétrico Φ e o volume
termodinâmico, que são dados por:

Φ =
(
∂M

∂Q

)
S,P

=
√
π

S
Q = Q

rh
(4.44)

V =
(
∂M

∂P

)
S,Q

= 4π
3

(
S

π

)2/3
= 4πr3

h

3 . (4.45)
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Note que o volume termodinâmico é uma função monotônica do raio do horizonte de
eventos, e o potencial elétrico é o mesmo obtido pela eletrodinâmica clássica.

Podemos realizar uma transformação de Legendre em (4.42) para obtermos a
energia interna do buraco negro. Sendo assim, temos

E(S,Q, V ) = M(S,Q, P )− PV = Q2

2

√
π

S
+ 1

2

√
S

π
− α

2

(
S

π

)−3ω
. (4.46)

Agora que temos um sistema com pressão e volume, podemos calcular a capacidade
térmica a volume e carga constante e a pressão e carga constante. No caso em que o volume
é constante, a equação (4.34) torna-se

CP,Q = ∂M

∂rh

∣∣∣∣∣
Q,P

∂TH
∂rh

∣∣∣∣∣
Q,P

−1

(4.47)

Considerando a massa dada por (4.42), obtemos

CP,Q =
2πrh

(
Q2r3ω+1

h − 3ωαr2
h − r3ω+3

h (8πPr2
h + 1)

)
−8πPr3ω+4

h − 3Q2r3ω
h + 3ωαrh (3ω + 2) + r3ω+2

h

(4.48)

Em termos da entropia, temos

CP,Q =
2
(
−3π 3ω

2 + 1
2S

3
2ωα− 8PS 3ω

2 +3 + πQ2S
3ω
2 +1 − S 3ω

2 +2
)

9π 3ω
2 + 1

2
√
Sω2α + 6π 3ω

2 + 1
2
√
Sωα− 8PS 3ω

2 +2 − 3πQ2S
3ω
2 + S

3ω
2 +1

(4.49)

Considerando ω = −2/3, temos

CP,Q =
2
(
8
√
πPS3 − π 3

2Q2S − 2S 5
2α +

√
πS2

)
√
π (8PS2 + 3πQ2 − S) . (4.50)

No caso do volume constante, temos

CV,Q = ∂M

∂rh

∣∣∣∣∣
V,P

∂TH
∂rh

∣∣∣∣∣
V,P

−1

= 0. (4.51)

Quando calculamos a volume constante, significa que estamos calculando com raio do
horizonte constante. Logo, temos que a capacidade térmica a volume constante é nula.
Assim, para o buraco negro que estamos analisando, os processos isocóricos também são
adiabáticos. É possível analisar o comportamento de CP,Q mostrado na figura (14), na
qual podemos ver duas transições de fases que correspondem ao máximo e ao mínimo da
temperatura.
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Figura 14 – Capacidade térmica a pressão constante, CP , como função do raio do horizonte
de eventos para diferentes valores de α e Q = 1, ω = −2/3, Λ = −0.01.

4.3.1 Grandezas termodinâmicas críticas

A introdução de um volume e pressão para o buraco negro possibilitou estudar
novas propriedades, como sua compressibilidade. Também permitiu o estudo de novos tipos
de transições de fase, mais especificamente aqueles semelhantes às transições liquido-gás.
Recentemente, David Kubiznak [81] mostrou que fenômenos tipo gás que podem ser
modelados pela equação de estado de Van Der Waals estão presentes na termodinâmica
de buracos negros com constante cosmológica negativa, como transição liquido-gás, pontos
críticos, pontos triplo, etc [81]. Sendo assim, vamos analisar a transição de fase do sistema
do buraco negro carregado AdS com quintessência no espaço de fase estendido. Trataremos
a carga Q como um parâmetro fixo externo.

Para uma dada carga Q fixa, a partir da equação da temperatura Hawking (4.40),
podemos obter a equação de estado, P = P (V, T ), para um buraco negro carregado AdS
imerso em quintessência, que é dada por:

P = Q2

8πr4
h

+ T

2rh
− 3ωαr−3ω

+

8πr3
h

− 1
8πr2

h

(4.52)

em que o raio do horizonte pode ser dado por meio do volume termodinâmico (4.45)

rh =
(3V

4π

)1/3
(4.53)

Antes de prosseguirmos, vamos relembrar a equação de estado de Van der Waals.
A teoria de Van der Waals proporciona uma descrição quantitativa da transição líquido-
gás e do correspondente ponto crítico. Muito embora não descreva de forma precisa o
comportamento das propriedades termodinâmicas nas proximidades do ponto crítico, ela
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nos fornece uma descrição adequada da coexistência de fases e suas relações com o ponto
crítico.

A equação de Van Der Waals é dada por(
P − a

v2

)
(v − b) = kBT (4.54)

em que v = V/N é o volume especifico do fluido, P a pressão, T a temperatura e
kB a constante de Boltzmann. Feita essa pequena introdução, realizemos uma análise
dimensional, traduzindo a equação de estado "geométrico"(4.52) para uma equação física.
A pressão e a temperatura são dadas por

Press = ~c
l2p
P, (4.55)

Temp = ~c
kB
T (4.56)

onde lp é a constante de Planck. Multiplicando a equação (4.52) por ~c
l2p
, obtemos

Press = ~c
l2p
P = ~c

kB

T

2rh
+ ... = kBTemp

2l2prh
+ ... (4.57)

Comparando com a equação de Van Der Waals, (4.54), podemos identificar que o
volume específico é dado por

v = 2l2prh (4.58)

Este resultado nos diz que é o raio do horizonte que deve ser associado ao volume
do fluido, e não o volume termodinâmico. Dando continuidade e voltando para as unidades
geométricas, a equação de estado (4.52) pode ser reescrita em termos do volume específico,
como sendo:

P = T

v
− 1

2πv2 + 2Q2

πv4 −
3αω8ω
πv3(1+ω) (4.59)

Na teoria de Van Der Waals, ao percorrermos a linha das fases de coexistência
líquido-gás de uma substância pura em direção a altas pressões e altas temperaturas, a
densidade do gás cresce e a densidade do líquido decresce até o ponto em que as duas
densidades se tornam iguais. Esse ponto determina o término da linha de coexistência e
corresponde ao estado em que as duas fases se tornam idênticas. Este ponto é chamado de
ponto crítico. Assim, acima da temperatura crítica o fluido de Van Der Waals exibe uma
única fase.

O ponto crítico é ao mesmo tempo um ponto estacionário e um ponto de inflexão,
sendo assim, podemos determinar o ponto crítico por meio de

∂P

∂v
= 0 e ∂2P

∂v2 = 0. (4.60)
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onde P = Pc é a pressão crítica, T = Tc a temperatura Hawking crítica e v = vc o volume
específico crítico. Da primeira condição podemos obter a relação entre temperatura crítica
e volume específico crítico, que é dada por

Tc = 1
πvc
− 8Q2

πv3
c

+ 9αω(1 + ω)8ω
πv2+3ω

c

(4.61)

Substituindo a temperatura crítica na segunda condição de criticalidade, obtemos
a seguinte equação para o volume crítico:

v2
c − 24Q2 + 8ω(3ω + 2)(ω + 1)9αω

v3ω−1
c

= 0 (4.62)

O valor do raio crítico nem sempre pode ser obtido de forma analítica. Entretanto,
para o caso da quintessência, ω = −2/3, encontramos os seguintes valores críticos:

vc = 2
√

6Q, Tc =
√

6
18πQ −

α

2π , Pc = 1
96πQ2 . (4.63)

Podemos ver pelas grandezas críticas que a introdução da quintessência altera a
temperatura crítica do buraco negro. Fazendo α = 0, recuperamos o resultado obtido por
Kubiznak [81]. Outro ponto importante é o fato que, para não termos uma temperatura
crítica, a constante α deve ser menor ou igual a

√
6/9Q. É possível ver na Quadro (1)

os diferentes valores para as variáveis termodinâmicas críticas para diferentes valores da
carga, Q.

Quadro 1 – Quantidades críticas para ω = −2/3 e α = 0.01, com diferentes valores para a
carga, Q.

Q Tc vc Pc
Pcvc
Tc

0.5 0.08504 2.44948 0.01326 0.38201
1.0 0.04172 4.89897 0.00331 0.38930
1.5 0.02728 7.34846 0.00147 0.39687
2.0 0.02006 9.79795 0.00082 0.40474
2.5 0.01573 12.2474 0.00053 0.41293

No Quadro (2), fixamos o valor da carga, Q = 1, e escolhemos diferentes valores para
a intensidade da quintessência α. Note que a variação do parâmetro da quintessência não
produz mudanças nas grandezas críticas da pressão e do volume, apenas na da temperatura.

De posse das variáveis termodinâmica críticas, podemos construir o diagrama
P = P (v) do buraco negro carregado AdS na presença de uma quintessência para uma
temperatura fixa na figura (15) apresentamos o comportamento da equação de estado
(4.59), para as isotérmicas. As temperaturas das isotérmicas diminuem de cima para baixo.
As linhas tracejadas em laranja correspondem ao comportamento monofásico do “gás ideal”
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Quadro 2 – Quantidades críticas para ω = −2/3 e Q = 1, com diferentes valores para α.

α Tc vc Pc
Pcvc
Tc

0.27 0.00034 4.89897 0.00331 0.62936
0.10 0.02740 4.89897 0.00331 0.59281
0.01 0.04172 4.89897 0.00331 0.56027

para (T > Tc). A isotérmica crítica é apresentada na linha sólida verde, onde temos o
ponto crítico. Já as linhas tracejadas em azul correspondem a temperaturas menores que
a temperatura crítica (T < Tc), para os quais temos uma transição de fase.
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Figura 15 – Diagrama de fase P × v para o buraco negro carregado AdS imerso em
quintessência para Q = 1, ω = −2/3 e α = 0.11

Por fim, podemos obter a energia livre de Gibbs do buraco negro, a qual é mais
apropriada para estudar as propriedades termodinâmicas. Podemos escrever a energia livre
de Gibbs G = G(T,Q, P ) em termos da entalpia H = H(S,Q, P ), a qual identificamos
como sendo a massa do buraco negro, M = M(S,Q, P ). Assim a energia livre de Gibbs é:

G(T,Q, P ) = H(S,Q, P )− TS = M(S,Q, P )− TS. (4.64)

Fixando a carga Q, a energia livre de Gibbs é dada por

G(T, P ) = 1
4

(
rh −

8π
3 Pr3

h + 3Q2

rh
− (3ω + 2)αr−3ω

h

)
(4.65)

Note que, em princípio, para ω = −2/3, a energia livre de Gibbs não sofre alteração.
Contudo, rh é entendido como uma função da pressão e da temperatura, rh = rh(T, P ).
Sendo assim, a dependência com relação aos valores da quintessência são introduzidas pela
pressão e pela temperatura. Para construir o gráfico da energia livre de Gibbs, devemos
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fazer um plot paramétrico, G(rh)× T (rh). Apresentamos na figura (16) duas situações:
na primeira, escolhemos diferentes valores para α e notamos que o ponto crítico aumenta
conforme aumentamos o parâmetro da quintessência; na segunda, fixamos o parâmetro α
e construímos a energia livre de Gibbs para três valores da pressão, mostrando que para
valores com pressão menor que a pressão crítica, existe transição de fase.
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Figura 16 – Energia livre de Gibbs em termos da temperatura Hawking com ω = −2/3.

Chegamos ao fim da revisão dos conceitos e de algumas aplicações da termodinâmica
de buracos negros na TRG. Iremos caminhar para o nosso último capítulo, no qual
aplicaremos os conceitos aprendidos da termodinâmica de buracos negros, mas agora na
G’sR.
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5 Termodinâmica de Buracos Negros no con-
texto da Gravity’s Rainbow

Como mencionado no capítulo (2), a Relatividade Especial, desenvolvida por Albert
Einstein, em 1905, é alicerçada em dois grandes pilares: a invariância das leis das físicas e a
constância da velocidade da luz para quaisquer observadores inerciais. Esses pilares foram
fundamentais para reconciliar a cinemática com a eletrodinâmica e explicar o experimento
de Michelson-Morley. Posteriormente, a teoria foi generalizada para incluir referenciais
não inerciais, denominada TRG.

Os dados observacionais obtidos de outras fontes, além da radiação eletromagnética,
como por exemplo, ondas gravitacionais, explosões de raios gamma, e outras fontes, no
contexto da chamada astronomia multi-mensageiros, tem fornecido novas evidências sobre
a estrutura do universo. Adicionalmente, do ponto de vista teórico, tem-se a ausência
de uma teoria mais fundamental da gravidade quântica. Estes cenários, fornecem fortes
motivos para questionar a validade da Teoria da Relatividade Especial e Geral em alguns
regimes de energia. Em virtude destes motivos, a ideia de modificar a TRG com o intuito
de incorporar os novos dados observacionais passou a ser de grande interesse. Por exemplo,
os raios cósmicos altamente energéticos têm se colocado como um desafio na relação de
dispersão estabelecida pela Relatividade Especial [7, 82].

As teorias que se propõem a descrever a gravidade quântica possuem uma caracte-
rística em comum: a modificação da relação de dispersão usual proposta por Einstein, que
descreve a relação entre o momento e a energia de uma partícula. Uma das propostas de
modificação da relação de dispersão (MDR) é conhecida como Relatividade Duplamente
Especial - Double Special Relativity (DSR) [19, 27, 28] -, que produz uma extensão da
Relatividade Especial ao inserir um novo invariante da natureza. Assim, temos não apenas
uma contante da natureza, mas duas: a velocidade da luz c e a escala de energia de Planck.
E uma vez que a energia não é invariante para as transformações de Lorentz, espera-se que
a DSR possa nos levar às novas transformações - não lineares - de coordenadas. Devido à
dificuldade de se obter essas transformações de Lorentz modificadas, Magueijo e Smolin
[31] propuseram um generalização (2.39), que incluiria a presença da energia/comprimento
(Ep = l−1

p ) de Planck por meio das funções rainbow f(E/Ep) e g(E/Ep). Magueijo e Smolin
estenderam a DSR para considerar efeitos de campos gravitacionais, consequentemente o
espaço-tempo passa a depender da energia do observador. Assim, o efeito de um campo
gravitacional que uma partícula teste de energia E sente, deve depender de sua energia.
Para a teoria ser consistente, é necessário que limE/Ep→0 f(E/Ep), g(E/Ep) = 1. Essa
teoria ficou conhecida como G’sR, a métrica não é a mesma para todas as partículas testes,
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mas depende da energia delas. Nesse sentido, é uma família de métricas com a energia
da partícula teste sendo o parâmetro. E o princípio da correspondência modificado nos
diz que, ao irmos para baixas energias comparada com a escala de Planck, recuperamos a
TRG. Contudo, em regimes de altas energias, forte gravidade e próximos a singularidades,
como nas proximidades de um buraco negro, espera-se discrepâncias entre as teorias.

O comportamento de buracos negros com a criação de pares de partículas virtuais ao
seu redor e proporcionando a emissão de radiação Hawking podem ser estudadas na G’sR.
A sua importância pode ser justificada por meio da possibilidade da radiação Hawking
parar em algum momento antes da evaporação total do buraco negro, surgindo um buraco
negro remanescente que poderia resolver o problema do paradoxo da informação e, talvez,
o da matéria escura [83, 84, 85]. O objetivo desse capítulo é estudar a termodinâmica
de buracos negros na G’sR na presença de um fluído cosmológico que pode mimetizar
vários tipos de energia escura. Desta forma, iremos estudar as implicações das funções
rainbow no cenário da termodinâmica de buracos negros que será adotada. Para isto,
iremos adotar as funções rainbow estudadas na seção (2.4) para diferentes valores de n e
η. Também vamos estudar as transições de fase ao considerar que a constante cosmológica
pode estar associada com a pressão. Veremos como as propriedades termodinâmicas podem
ser afetadas ao considerarmos um espaço-tempo em que as medidas das grandezas físicas
dependem da energia do observador.

5.1 Termodinâmica do buraco negro de Schwarzschild imerso em
quintessência

No capítulo (4) estudamos alguns modelos de espaço-tempo na G’sR. Um deles
foi o espaço-tempo de Kiselev, que pode ser visto como o espaço-tempo de Schwarzschild
modificado pela presença da quintessência. Obtivemos a métrica correspondente, analisamos
suas singularidades e a massa do buraco negro imerso em quintessência a qual verificamos
que a massa do buraco negro não sofre influência das funções rainbow.

Para começarmos o estudo da termodinâmica de buraco negro na G’sR, o procedi-
mento não difere muito do adotado no capítulo anterior. Contudo, devemos ficar atentos
às famílias de funções rainbow adotadas. Recorremos às funções discutidas no início deste
trabalho, ver equação (2.38), em que foram analisadas as energias possíveis para diferentes
valores de n.

Iniciamos com o cálculo da temperatura Hawking, considerando o elemento de linha
dado por (3.64). Note que, para esta configuração, temos a presença das funções rainbow.
Sendo assim, devemos ter alguma diferenciação na gravidade superficial em comparação
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com o resultado clássico. Na sequência, calculando a temperatura Hawking, obtemos

T̃Hkis = gE
fE
THkis (5.1)

sendo T̃Hkis a temperatura Hawking dependente da energia e, tal que se considerarmos
gE = fE = 1 recuperamos a temperatura usual. Com o intuito de simplificar o estudo,
consideramos que as partículas virtuais não possuem massa, são apenas fótons irradiados.

A temperatura Hawking é determinada a partir dos parâmetros do espaço-tempo.
Consequentemente, devemos transcrever a informação da energia dos fótons em termos
dos parâmetros do buraco negro que os irradia. Em virtude disto, consideramos que os
fótons possuem energias bem definidas dada pela MDR conforme (2.39). Como esses fótons
estão próximos ao raio do horizonte de eventos, podemos recorrer ao princípio da incerteza
de Heisenberg, associando a posição dos fótons, ∆x ≈ rh, com o momento p, obtendo
a relação p ≈ 1/rh, em que tomamos ~ = 1. Este é o principal argumento necessário
para a construção da MDR dada por (2.39), e consequentemente das funções rainbow que
abordamos na seção (2.4).

Como mencionado no início deste trabalho, em [37] foi usada a relação E = p, que
é a dispersão da energia momento, apropriada para expressar a energia dos fótons em
termos dos parâmetros do buraco negro. Entretanto, uma vez que estamos trabalhando
com uma relação modificada de dispersão, devemos recorrer a ela para relacionar a energia
dos fótons com o buraco negro. O uso da relação usual de dispersão é o motivo pelo
qual os autores encontram vestígios de buracos negros em seus trabalhos. Este problema
é mencionado e corrigido no trabalho [38], em que a MDR correta foi usada. Contudo,
muitos autores ainda afirmam que a G’sR permite remanescentes com base nos resultados
encontrados em [37].

Dando continuidade, a temperatura Hawking pode ser escrita em termos das funções
rainbow nas unidades naturais, como segue

T̃Hkis =
√

1− ηEn

∣∣∣3αω + r3ω+1
h

∣∣∣
4πr3ω+2

h

. (5.2)

Note que as funções rainbow surgem como correção para a temperatura Hawking
na TRG, na qual devemos considerar os diferentes casos para n e η. Apresentamos os
resultados na figura (17), para os valores de n = 0 e n = 1, considerando o caso da
quintessência ω = −2/3, com α = 0.01 e η = |0.9|. Observe que, para o caso n = 1 em que
consideramos η > 0, a temperatura apresenta um limite finito, diferenciando do resultado
clássico. Já o ponto crítico não é alterado pela presença das funções rainbow. Entretanto,
para η < 0, o comportamento da temperatura quando rh vai a zero é diferente, e portanto,
semelhante ao obtido na TRG. Também é apresentado o caso do phantom, ω = −4/3, na
figura (18b), onde se pode ver que, as curvas apresentam um comportamento análogo.
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Figura 17 – Temperatura Hawking para o buraco negro imerso em um fluido com ω = −2/3,
com α = 0.01 na Gravity’s Rainbow.
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Figura 18 – Temperatura Hawking para o buraco negro imerso no cenário do phantom,
ω = −4/3, com α = 0.01 em Gravity’s Rainbow.

Vimos que a entropia é obtida por meio da primeira lei da termodinâmica de
buracos negros. Também observamos que, ao considerarmos diferentes fluidos, a entropia
não mudava o seu comportamento, mas possui diferentes limites superiores para o raio do
horizonte, de acordo com o fluido cosmológico escolhido. Para encontrarmos a entropia em
G’sR devemos realizar o mesmo procedimento, recorrendo à primeira lei da termodinâmica
e considerando a temperatura Hawking dada por (5.2), o que nos leva ao seguinte resultado

dS̃ = 1
T̃H

dM = fE
gE

1
TH

dM

drh
drh. (5.3)
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Escrevendo este resultado em termos das funções rainbow, obtemos

dS̃ = 1√
1− ηEn

2πrh
(
3ωα + r3ω+1

h

)
∣∣∣3ωα + r3ω+1

h

∣∣∣ drh (5.4)

Para resolver essa equação é necessário indicar valores para os parâmetros η, n e ω, e
em seguida, aplicar métodos de integração numérica. Os resultados assim obtidos, são
apresentados na figura (19), considerando os seguintes valores: α = 0.01, ω = −2/3 e η
possuindo valores positivos e negativos. Observamos correções nos valores da entropia ao
compararmos com o resultado clássico exposto na figura (9). As correções na entropia já
eram previstas em [86], bem como para valores maiores de n, que são tratadas em [87].
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Figura 19 – Entropia em função do raio do horizonte em Gravity’s Rainbow para ω = −2/3
e α = 0.01.

Para estudarmos a capacidade térmica, podemos recorrer a equação (4.34), em
que consideramos a temperatura Hawking modificada pela presença das funções rainbow.
Assim, obtemos a seguinte expressão:

C = ∂M

∂rh

(
∂T̃H
∂rh

)−1

= ∂M

∂rh

(
∂

∂rh

[
gETH
fE

])−1

. (5.5)

Note que as funções rainbow não podem sair da derivada parcial, pois dependem
do raio do horizonte. Sendo assim, para calcularmos a capacidade térmica, devemos indicar
quais funções rainbow estamos adotando. Na figura (20) apresentamos a capacidade
térmica para o caso do phantom ω = −4/3. Notamos que a capacidade térmica ainda é
negativa quando consideramos os efeitos de um espaço-tempo dependente da energia dos
observadores. Observe que, quando o raio do horizonte tende a zero, a temperatura Hawking
vai para infinito no caso usual de Kiselev e em Rainbow com n = 0. Consequentemente, a
capacidade térmica vai a zero. Contudo, para n = 1, com η > 0, a temperatura Hawking é
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finita quando o raio do horizonte tende a zero, de modo que a capacidade térmica tende
a menos infinito. A possível explicação deve ser a seguinte: um calor específico muito
pequeno permite um grande aumento na temperatura, mesmo para uma pequena variação
na troca de calor com o ambiente. Por outro lado, um calor específico muito grande (em
valor absoluto) resultará em uma pequena variação de temperatura. Assim, os gráficos de
temperatura e calor específico são consistentes. Para valores superiores de n é observada
uma temperatura finita quando consideramos η > 0 [87].
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Figura 20 – Capacidade térmica em função do raio do horizonte em Gravity’s Rainbow
para ω = −4/3 e α = 0.01.

Nesta seção estudamos a termodinâmica de buracos negros no espaço-tempo de
Kiselev com modificações feitas pela G’sR. Obtivemos a temperatura Hawking, a entropia,
a capacidade térmica e construímos graficamente as grandezas termodinâmicas para
diferentes parâmetros da teoria. Verificamos que o valor limite para o raio do horizonte
de eventos não sofre influência das funções rainbow, mas depende da massa do buraco
negro e do tipo de fluido cosmológico estudado. Por consequência, existe um limite para a
temperatura/entropia nesse espaço-tempo. Quando consideramos a G’sR, encontramos
uma temperatura finita conforme o raio do horizonte diminui, para o caso em que temos
n > 1 e η > 0. Este comportamento não é observado no espaço-tempo de Schwarzschild ou
Kiselev na TRG Embora este resultado não permita um buraco negro remanescente, ao
menos evita o comportamento catastrófico presente na TRG. A entropia na G’sR deve ser
obtida por meio da primeira lei da termodinâmica modificada e, passa a possuir correções
para os seus valores que dependem dos parâmetros da teoria da G’sR, assim como, a
capacidade térmica que também também sofre correções nos seus valores.
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5.2 Termodinâmica de buraco negro de Raissner-Nordstrom-AdS
imerso em quintessência
Vimos na seção (4.3) o estudo da termodinâmica do buraco negro de Raissner-

Nodstrom-AdS imerso em um fluido cósmico na TRG. Buscaremos agora identificar
as principais mudanças que podem ocorrer devido à introdução de um espaço-tempo
dependente da energia. Iniciamos com o elemento de linha dado por (4.36), em que são
acrescentadas as funções rainbow (fE, gE). Portanto, temos

ds2 =
(

1− 2M
r

+ Q2

r2 −
α

r1+3ωq
− Λr2

3

)
dt2

f 2
E

−
(

1− 2M
r

+ Q2

r2 −
α

r1+3ωq
− Λr2

3

)−1
dr2

g2
E

− r2dΩ2

g2
E

.

(5.6)

Como vimos, o estudo dos horizontes de eventos é dado por (4.37) que permanece o
mesmo na G’sR, pois a função f(r), não é alterada pela presença das funções rainbow. Já a
temperatura Hawking é modificada e dada por (5.1). Sendo assim, considerando a métrica
(5.6) é possível obter a gravidade superficial e, em seguida, encontrar a temperatura
Hawking, que é dada por

T̃H = gE
fE

(
− Q2

4πr3
h

− Λrh
4π + 3ωαr−3ω

h

4πr2
h

+ 1
4πrh

)
. (5.7)

Considerando as funções adotadas neste trabalho, obtemos o seguinte resultado

T̃H =
√

1− ηEn

4π

(
−Q

2

r3
h

− Λrh + 3ωαr−3ω
h

r2
h

+ 1
rh

)
(5.8)

Podemos ver o comportamento da temperatura na figura em (21), em que conside-
ramos n = 1. Note que, para n > 0, os valores da temperatura diminui. Já para n < 0, os
valores da temperatura aumentam. Para ambos os casos dos valores de η, a temperatura
reproduz o mesmo comportamento obtido na TRG, na figura em (13). A novidade são as
correções nos valores da temperatura Hawking.

Como vimos, a constante cosmológica está relacionada com a pressão por meio da
equação (4.41). Portanto, a massa do buraco negro passa a ter uma dependência com a
pressão, ou seja, M = M(rh, Q, P ), a qual não é afetada pelas funções rainbow. Portanto,
a massa do buraco negro continua sendo dada pela equação (4.42). Consequentemente, o
volume termodinâmico e o potencial elétrico também permanecem inalterados.

A capacidade térmica, por estar relacionada com a temperatura, sofre alguma mu-
dança como era de se esperar, para a capacidade térmica a volume constante, continuamos
com o mesmo resultado, qual seja, zero. Contudo, a capacidade térmica a pressão e carga
constantes será dada por (4.48), em que consideramos a temperatura Hawking modificada,
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Figura 21 – Temperatura Hawking em função do raio do horizonte em Gravity’s Rainbow
para os valores n = 1, ω = −2/3, α = 0.01 e Λ = −0.01

dada por (5.8). É importante estar atento ao fato de que as funções rainbow não podem
sair da derivada parcial. Para obter a capacidade térmica, vamos considerar o caso com
n = 1, o resultado é apresentado na figura (22). Note que o comportamento é análogo ao
obtido na figura (14). Entretanto, devido às funções rainbow, observamos correções na
capacidade térmica, mas sem gerar mudanças nas estruturas das curvas.

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
rh

80

60

40

20

0

20

40

60

80

C

= 0.11
= 0.10
= 0.09

(a) η = 0.9

0.0 2.5 5.0 7.5 10.0 12.5 15.0 17.5 20.0
rh

80

60

40

20

0

20

40

60

80

C

= 0.11
= 0.10
= 0.09

(b) η = −0.9

Figura 22 – Capacidade térmica em função do raio do horizonte na Gravity’s Rainbow,
para n = 1, ω = −2/3, α = 0.01 e Λ = −0.01

5.2.1 Grandezas termodinâmicas críticas

Para analisarmos o comportamento das grandezas termodinâmicas críticas, devemos
reescrever a equação (5.8) em termos da pressão, conforme proposto por Kastor [88], por
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meio da relação (4.41). Em seguida, obtemos a pressão, dada por:

P = fE
gE

T

v
− 1

2πv2 + 2Q2

πv4 −
3αω8ω
πv3(1+ω) (5.9)

em que v é o volume especifico dado por (4.58). Observe que a pressão em termos
da constante cosmológica não é modificada pelas funções rainbow. Entretanto, quando
escrevemos a pressão em termos do volume e da temperatura, a pressão passa a ser
dependente das funções rainbow, uma vez que a temperatura é modificada por essas
funções, como verificado no item (5.7). É possível comparar a equação (5.9) modificada da
pressão com a equação (4.59) clássica evidenciando novamente que a modificação ocorre
no setor da temperatura Hawking.

Para determinar o ponto crítico do buraco negro carregado imerso em um fluido
cosmológico na G’sR, recorremos à sua definição, dada por meio das equações (4.60), mas
considerando a pressão modificada pelas funções rainbow. Vamos analisar para diferentes
valores de n, considerando a quintessência ω = −2/3.

Iniciando com n = 0:

Para as funções rainbow, a equação de estado é dada por

Pn=0 = Q2

8πr4
h

+ T

2rh
√

1− η + α

4πrh
− 1

8πr2
h

(5.10)

Da equação de estado (5.10), concluímos que o volume especifico crítico e a pressão crítica
continuam sendo dados por (4.63), ao passo que a temperatura crítica não é mais a mesma,
agora é dada por

Tc =
√

1− η
(
−9Qα +

√
6
)

18πQ (5.11)

Nas tabelas (1) e (4) comparamos os valores da temperatura crítica na G’sR com os valores
obtidos na TRG. Observe que as correções dependem do valor do parâmetro η. Para
η > 0, temos valores menores para a temperatura crítica. O contrário acontece quando
consideramos η < 0, o que resulta em temperaturas críticas maiores.

Quadro 3 – Comparação entre a temperatura crítica na Teoria da Relatividade Geral com
a Gravity’s Rainbow. Consideramos ω = −2/3 e α = 0.01, e diferentes valores
para a carga Q.

Rel. Geral Clássica Gravity’s Rainbow
Q η = 0 η = 0.9 η = −0.9
0.5 0.08504 0.02689 0.11722
1.0 0.04172 0.01319 0.05751

Tc 1.5 0.02728 0.00862 0.03761
2.0 0.02006 0.00634 0.02766
2.5 0.01573 0.00497 0.02168
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Quadro 4 – Comparação entre a temperatura crítica na Teoria da Relatividade Geral com
a Gravity’s Rainbow. Consideramos ω = −2/3 e Q = 1, e diferentes valores
para o parâmetro da quintessência α.

Rel. Geral Clássica Gravity’s Rainbow
α η = 0 η = 0.9 η = −0.9

0.27 0.00034 0.00010 0.00047
Tc 0.10 0.02740 0.00866 0.03776

0.01 0.04172 0.01319 0.05751

Conhecendo-se as grandezas termodinâmicas críticas, é possível construir o diagrama
P = P (v) do buraco negro carregado AdS imerso em quintessência na G’sR, para uma
temperatura fixa. Entretanto, para n = 0, ao substituirmos a temperatura crítica (5.11)
na equação da pressão (5.10), observamos que não há mudanças aparentes no diagrama
pressão×volume.

Vamos analisar o caso n = 1:

A equação de estado passa a ser dada por

Pn=1 = Q2

8πr4
h

+
√

2T

2
√
η2 − η

√
η2 + 4r2

h + 2r2
h

+ α

4πrh
− 1

8πr2
h

(5.12)

Note que as funções rainbow estão no setor da temperatura, como já diferentemente
havíamos comentado. No entanto, elas surgem como função do raio do horizonte, do
resultado obtido em (5.10). Para a equação (5.12), não é possível obter o volume crítico
em forma algébrica. Faz-se necessário, então, recorrer a métodos numéricos para encontrar
os valores do volume crítico que satisfaçam a seguinte equação:

−384Q2η5 − 544Q2η3v2
c − 176Q2ηv4

c − 12η5αv3
c+

32η5v2
c − 13η3αv5

c + 40η3v4
c − 2ηcv7

c + 10ηv6
c+√

η2 + v2
c (384Q2η4 + 352Q2η2v2

c+
48Q2v4

c + 12η4αv3
c − 32η4v2

c + 7η2cv5
c − 24η2v4

c − 2v6
c ) = 0.

(5.13)

A temperatura crítica dada em termos do volume crítico possui a seguinte forma:

Tc =

√
η2 + v2

c

(
8Q2 + αv3

c

2 − v
2
c

) (
2η2 − 2η

√
η2 + v2

c + v2
c

) 3
2

πv6
c

(
η −

√
η2 + v2

c

) , (5.14)

enquanto a pressão crítica é dada por

Pc =

−32Q2η2 + 4η(η2 − 7Q2)v2
c − 2αη3v3

c + 3αηv4
c − αηv5

c+√
η2 + v2

c

(
32Q2η2 − 4(η2 − 3Q2)v2

c + 2αη2v3
c − v4

c

)


2πv6
c

(
η −

√
η2 + v2

c

) . (5.15)
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É possível verificar os valores das grandezas críticas para diferentes valores da carga
e da intensidade da quintessência α, com η podendo ser negativo ou positivo. Note que,
para n = 1, temos mudanças nos valores críticos, tanto para pressão, quanto para o volume
específico e a temperatura.

Quadro 5 – Grandezas termodinâmicas críticas para n = 1 e diferentes valores para a
carga, Q. Consideramos ω = −2/3 e α = 0.01.

Q Tc vc Pc
PcTc
vc

0.5 0.04681 0.77323 0.00578 3.502 ·10−5

1.0 0.02997 1.37805 0.00213 4.651·10−5

η = 0.9 1.5 0.02171 1.98498 0.00109 1.201·10−5

2.0 0.01685 2.59301 0.00066 4.329·10−6

2.5 0.01366 3.20159 0.00044 1.905·10−6

0.5 0.14757 0.50220 −0.00302 −0.00088
1.0 0.05743 1.09601 0.00036 1.89·10−5

η = −0.9 1.5 0.03413 1.70470 0.00047 9.581·10−6

2.0 0.02383 2.31686 0.00038 3.952·10−6

2.5 0.01809 2.93030 0.00029 1.830·10−6

Quadro 6 – Grandezas termodinâmicas críticas para n = 1 e diferentes valores para a
intensidade da quintessência α. Consideramos ω = −2/3 e Q = 1.

α Tc vc Pc
PcTc
vc

0.27 0.00024 1.22581 0.00330 6.557 ·10−7

η = 0.9 0.10 0.01956 1.31932 0.00251 3.727·10−5

0.01 0.02997 1.37805 0.00213 4.651·10−5

0.27 0.00050 1.22346 0.00333 1.375 ·10−6

η = −0.9 0.10 0.04079 1.13507 0.00466 0.00016
0.01 0.06260 1.09601 0.00545 0.00031

Por fim, podemos construir os diagramas pressão×volume e analisar as distinções
entre a TRG e a G’sR. Como vimos, para n = 0, não temos mudanças no diagrama.
Entretanto, para n = 1, é possível obter alterações. Nas figuras (23) e (24) são expostos
os resultados. Observe que, na figura (23), consideramos o caso usual (η = 0) para efeito
de comparação com as correções de ordem n = 2. Já na figura, (24) olhamos para os
valores que são maiores e ou menores que a temperatura crítica ao considerar η negativo
ou positivo. O último ponto que iremos abordar é a energia live de Gibbs. No capítulo
(4), vimos que a energia livre de Gibbs é dada por (4.64), em que a entalpia é identificada
como a massa do buraco negro, que não é modificada na G’sR. Contudo, a temperatura
Hawking possui modificações devido às funções rainbow, assim como a entropia não é mais
obtida por meio do cálculo da área - relação de Bekenstein (4.19), devendo ser calculada
pela primeira lei da termodinâmica (4.13). Diante dessas considerações, vamos analisar as
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Figura 23 – Diagrama de fase P×v para o buraco negro imerso em quintessência, ω = −2/3,
com α = 0.11 e Q = 1 na Gravity’s Rainbow.
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Figura 24 – Diagrama de fase P×v para o buraco negro imerso em quintessência, ω = −2/3,
com α = 0.11, Q = 1 e η = |0.9| na Gravity’s Rainbow.

implicações vindas das funções rainbow. Portanto, a energia livre de Gibbs é dada por

G̃(T̃ , Q, P̃ ) = M − T̃ S̃ (5.16)

G̃ = 4πP̃ r3
h

3 + Q2

2rh
− αr−3ω

h

2 + rh
2 −

gE
fE

S̃

4π

(
8πP̃ rh −

Q2

r3
h

+ 3αω
r2−3ω
h

+ 1
r4
h

)
. (5.17)

O símbolo tilde é para evidenciar que a pressão e a entropia dependem da energia dos
observadores. Para estudarmos a equação (5.17), vamos considerar n = 1 nas funções
rainbow. Calculando a entropia por métodos numéricos e implementando os resultados
na equação da energia livre de Gibbs, obtemos os resultados expostos nas figuras (25) e
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(26). A partir dos resultados, podemos concluir que em um espaço-tempo dependente da
energia ou do observador, modifica a energia livre de Gibbs e as variáveis termodinâmicas
críticas sofrem alterações.

0 1 2 3 4 5 6 7 8
T 1e 2

0.0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

1.2

G

> 0
= 0
< 0

Ponto crítico

Figura 25 – Energia livre de Gibbs para o buraco negro imerso em quintessência, ω = −2/3,
com α = 0.11 e Q = 1 na Gravity’s Rainbow.
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Figura 26 – Energia livre de Gibbs para o buraco negro imerso em quintessência, ω = −2/3,
com α = 0.11, Q = 1 e η = |0.9| na Gravity’s Rainbow.

Nesta última seção, estudamos o espaço-tempo carregado com a presença da
quintessência exercendo papel de fluido cósmico e da constante cosmológica que também
atua como um fluido cósmico, no contexto da G’sR. Verificamos que a massa do buraco
negro não sofre influência de um espaço-tempo que depende da energia do observador.
Entretanto, o número de horizontes possíveis depende dos parâmetros associados a carga,
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a quintessência e da constante cosmológica. Ao estudarmos as grandezas termodinâmicas
como a temperatura Hawking, a entropia e a capacidade térmica, no cenário da G’sR,
são observadas correções nos seus valores. Contudo, o comportamento de suas curvas é
preservado.

A identificação da constante cosmológica atuando como um fluido cósmico e suas
quantidades conjugadas como variáveis termodinâmicas associadas à pressão e ao volume,
possibilita o estudo da equação de estado P = P (T, v) e seus comportamentos e analisar as
variáveis termodinâmicas críticas. Também estudamos o comportamento da energia livre
de Gibbs e verificamos transições de fase no espaço-tempo estudado. Diante do contexto da
G’sR é verificado que tanto a energia livre de Gibbs, como a equação de estado da pressão
e as grandezas termodinâmicas críticas possuem correções nos seus valores a depender do
valor n adotado.
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6 Conclusões

Nesta dissertação investigamos a termodinâmica de buracos negros em um contexto
onde é introduzida uma nova escala independente do observador, a escala de Planck. A sua
inclusão é realizada de acordo com a Relatividade Duplamente Especial e posteriormente é
estendida para considerar os efeitos de curvatura resultando no que é conhecido hoje como
Gravity’s Rainbow. Neste novo cenário a G’sR nos revela que a métrica do espaço-tempo é,
na verdade, uma família de métricas de único parâmetro, dadi pela relação entre a energia
da partícula teste e energia de Planck.

Um dos resultados da G’sR é que partículas com energias diferentes e próximas da
energia de Planck enxergam métricas diferentes, possibilitando fenômenos como: partículas
sem massa podendo acessar velocidades maiores que a da luz (superluminal) ou velocidades
menores que a da luz (subluminal). Este resultado foi apresentado no espaço-tempo de
Schwarzschild na G’sR. Também é observado que partículas sem massa em queda livre em
direção ao buraco negro podem ter o tempo próprio dilatado ou encurtado. Estes resultados
dependem da energia da partícula em comparação com a energia de Planck. Também
obtivemos a métrica de Kiselev, um espaço-tempo contendo um fluido cosmológico, no
contexto da G’sR. Observamos que a métrica também depende da energia das partículas,
assim como a densidade de energia, que passa a possuir uma dependência energética por
meio das funções rainbow.

Nesta dissertação também realizamos uma breve revisão da termodinâmica de
buracos negros na TRG, em que os conceitos de gravidade da superfície e as quatro leis da
termodinâmica de buracos negros foram abordados. Com base nessa revisão, estudamos
a termodinâmica do buraco negro imerso em quintessência, e obtivemos as quantidades
termodinâmicas. Verificamos que, para esse buraco negro, temos um limite superior para o
raio do horizonte de eventos que está associado ao buraco negro de Nariai [67], em que os
raios do horizonte de eventos e do cosmológico coincidem. Notamos que este limite superior
muda conforme alteramos os parâmetros (ω, α). Posteriormente, é considerado o buraco
negro de Reissner-Nordström AdS imerso em quintessência, no qual a introdução da carga
possibilitou o surgimento de transições de fase e a introdução da constante cosmológica,
atuando também como fluido cósmico, cujo papel é exercer uma força repulsiva. Neste
último cenário, a introdução da constante cosmológica atuando como pressão negativa
possibilita novos estudos de transições de fase e uma analogia com fenômenos tipo liquido-
gás que podem ser modelados pela equação de estado de Van Der Waals. E estudamos,
portanto, a equação de estado do buraco negro de Reissner-Nordström AdS imerso em
quintessência, bem como as grandezas termodinâmicas críticas e, por fim, a energia livre
de Gibbs.
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Realizada a revisão da termodinâmica de buracos negros na TRG e suas proprieda-
des termodinâmicas, demos continuidade ao estudo da G’sR. No seu contexto, estudamos a
termodinâmica de buracos negros rodeados por diferentes fluidos. Os primeiros resultados
surgem na definição da gravidade superficial e, por consequência, na temperatura Hawking,
que passa a depender da energia das partículas que são emitidas pela radiação Hawking.
Para o caso do buraco negro imerso em quintessência, o espaço-tempo dependente da
energia proporciona correções nos valores da temperatura Hawking e possibilita uma
temperatura finita quando o raio do horizonte de horizonte tende a zero, ao consideramos
os casos n > 1 e η > 0. Este resultado possibilita evitar o problema do comportamento
catastrófico presente na TRG, na qual a temperatura do buraco negro, quando este irradia,
cresce indefinidamente enquanto o raio tende a zero. Notamos também que a existência de
um espaço-tempo dependente da energia não interfere na massa do buraco negro e, no caso
do buraco negro imerso em quintessência, também não altera o limite superior para o raio
do horizonte de eventos. Para a G’sR a entropia deve ser obtida por meio da primeira lei
da termodinâmica, em que os seus valores passam a ser corrigidos pelas funções rainbow,
bem como a capacidade térmica.

Ao considerarmos o buraco negro de Reissner-Nordström AdS imerso em quintes-
sência, é observado que a massa do buraco negro e seus horizontes não são influenciados por
um espaço dependente da energia do observador. Contudo, como já havíamos observado, a
temperatura Hawking é modificada, passando a ter correções nos seus valores. No entanto
o comportamento da curva não é alterado. É verificado que neste buraco negro negro a
capacidade térmica apresenta duas descontinuidades, sugerindo a possibilidade de termos
duas transições de fase. A dependência da energia não altera o número de descontinuidades,
apenas corrige os seus valores, seja para valores menores quando é considerado η < 0, ou
valores maiores quando optamos por η > 0.

A introdução da constante cosmológica negativa, Anti de Sitter, interpretada como
um fluido cósmico fazendo o papel de uma pressão negativa, possibilita o estudo das
grandezas termodinâmicas críticas e mais detalhe sobre as transições de fase. No contexto
da G’sR, a equação de estado P = P (v, T ) nos revela que a dependência da energia
está associada com a temperatura Hawking: para valores de n = 0, apenas apresenta
correções nos valores da temperatura crítica, porém, para n > 1, são observados correções
tanto para a temperatura cítica, quanto para o volume especifico crítico quanto para a
pressão. A energia livre de Gibbs também é afetada por um espaço dependente da energia
das partículas, de tal forma que o ponto crítico que determina o término da linha de
coexistência e corresponde ao estado em que as duas fases se tornam idênticas é alterado,
podendo ser maior para η < 0 ou menor para η > 0 em comparação com a TRG.

Concluímos que a modificação da TRG acrescentando uma nova escala de energia,
a energia de Planck, juntamente com a escala das velocidades, a velocidade da luz no
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vácuo, promove novos fenômenos não observados na TRG e correções nas quantidades
termodinâmicas. Sendo assim, os possíveis desdobramentos são muitos: desde a generaliza-
ção para outras estruturas de buracos negros, como o estudo da Radiação Hawking em
busca de confirmar os resultados, holografia de buracos negros e uma possível indicação de
um roteiro para a construção de uma Teoria Quântica da Gravitação. Por fim, espera-se
que o surgimento das partículas mensageiras, advinda do cósmico e que podem chegar a
nós com energia tão altas comparadas com a energia de Planck, nos forneçam elementos
que possam trazer novas e interessantes conhecimentos sobre a natureza, e nos revelem
caminhos para uma física nova que combine gravitação e física quântica.
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